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tu sách BÀI TẬP HÌNH HỌC 10 được biên soạn nhằm giúp cho học 

sinh lớp 10 có-điều kiện tham khảo và tự học để nắm vững các kiến thức và 

các kĩ năng cơ bản đã được học trong Sách giáo khoa Hình học 10. Nội 
dung cuốn sách bám sát nội dung của sách giáo khoa mới, phù hợp với 
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đổi mới phương pháp dạy và học, nhằm phát huy được khả năng tự học, tự 

tìm tòi khám phá của học sinh, rèn luyện được phương pháp học tập sáng 
tạo, thông mình của đông đảo học sinh. 

Nội dung cuốn sách này gồm : 

eChươngI — : Vectơ 

e Chương II : Tích vô hướng của hai vectơ và ứng dụng . 

e Chương III : Phương pháp toạ độ trong mặt phẳng 

Bài tập cuối năm 
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Cấu trúc của mỗi xoắn được trình bày theo thứ tự sau đây : 

A. Các kiến thức cần nhớ : Phần này nêu tóm tắt lí thuyết của sách giáo 
khoa nhằm cúng cố những kiến thức cơ bản, những kĩ năng cơ bản và các 
công thức cân nhớ. 

—B. Dạng toán cơ bản : Phần này hệ thống lại các dạng toán thường gốp 

trong khi làm bài tập, cung cấp cho học sinh các phương pháp giải, đồng 

thời cho các ví dụ mình hoa về cách giải các bài toán thuộc các dạng vừa 
nêu ở phần trên và cho thêm các chú ý hoặc nhận xét cần thiết. 

_C, Câu hỏi và bài tập : Phần này nhằm mục đích củng cố và vận dụng các 

kiến thức và kĩ năng cơ bản đã học để trả lời các câu hỏi và làm bài tập 

- thuộc các dạng đã nêu, giúp học sinh rèn luyện được phong cách tự học. - 


Cuối mỗi chương có bài tập mang tính chất ôn tập và khoảng 30 câu hỏi 
trắc nghiệm. 


Việc đưa thêm các câu hỏi trắc nghiệm nhằm giúp học sinh làm quen với 
một dạng bài tập mới, mà nhiêu nước trên thế giới hiện nay đang dùng trong 
các sách giáo khoa của trường phổ thông. Cuối cuốn sách có phần hướng 
dẫn giải và đáp số. 

Dù các tác giả đã cố gắng rất nhiều, nhưng vì thời gian biên soạn có hạn 
nên cuốn sách không sao tránh khỏi những thiếu sót. Rất mong các độc giả 
vui lòng góp ý để cho những lần tái bản sau sách sẽ hoàn chỉnh hơn. 


CÁC TÁC GIÁ 


ChươnG | 


VECTƠ 


§1. CÁC ĐỊNH NGHĨA 


CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ 


1. 


Để xác định một vectơ cần biết một trong hai điều kiện sau : 
— Điểm đầu và điểm cuối của vectơ ; 
— Độ dài và hướng. 


. Hai vectơ a và b được gọi là càng phương nếu giá của chúng song Song 


hoặc trùng nhau. 


Nếu hai vectơ a và b cùng phương thì chúng có thể càng hướng hoặc 
ngược hướng. 


. Độ đài của một vectơ là khoảng cách giữa điểm đầu và điểm cuối của 


vectơ đó. 


. a=b khi và chỉ khi |2Ì=|BÌ và a, b cùng hướng. 


. Với mỗi điểm A ta gọi AA là vectơ - “không. Vectơ - không được kí hiệu 


là 0 và quy ước rằng l0|= 0, vectơ 0 cùng phương và cùng hướng với 
mỌi vectơ. 


DẠNG TOÁN CƠ BẢN 


VẤN đề Ï 


Xác định một vectØ, sự cùng phương và hướng của hai vectO 


1. Phương pháp 

e Để xác định vectơ a#0 ta cần biết lz| và hướng của a hoặc biết điểm 
đầu và điểm cuối của a. Chẳng hạn, với hai điểm phân biệt A và Ö ta có 
hai vectơ khác vectơ 0 là AB và BA. 

e Vectơ z là vectơ - không khi và chỉ khi lai =0 hoặc a= ÁA với A là 
điểm bất kì. 

2. Các ví dụ 


fEƒ` Ví dụ 1. Cho 5 điểm phân biệt A, B, C, D và E. Có bao nhiêu vectơ khác 
vectơ - không có điểm đầu và điểm cuối là các điểm đã cho 2? 


GIẢI 


Với hai điểm phân biệt, chẳng hạn A và Ö, có hai vectơ AB và BA. Ta có 
10 cặp điểm khác nhau, cụ thể là : 


{A,B},{A.C},{A,D},{A,E}.{B.C}.{B,D},{B.E},{C.D},{C,E},{D.E}. 


Do đó ta có 20 vectơ (khác 0) có điểm đầu và điểm cuối là 5 điểm đã cho. 
Cách khác : Một vectơ được xác định khi biết điểm đầu và điểm cuối của nó. 
Với 5 điểm phân biệt, ta có 5 cách chọn điểm đầu. Với mỗi cách chọn điểm 
đầu ta có 4 cách chọn điểm cuối. Vậy số vectơ khác 0 là:5x4=20 (vectơ). 


ÉïÏ Ví dụ 2. Cho điểm A và vectơ a khác 0. Tìm điểm M sao cho : 
a) AM cùng phương với a ; 
b) AM cùng hướng với a. 
GIẢI 
Gọi A là giá của z(h.1.1). 


a) Nếu AM cùng phương với a thì 
đường thẳng AM song song với A. Do 
đó M thuộc đường thẳng m đi qua A và 
SOng song với A. 


®ị 


Ngược lại, mọi điểm M thuộc đường 


thẳng z thì AM cùng phương với a. 
Hình 1.1 


Chú ý rằng nếu A thuộc đường thẳng A thì mz trùng với A. 


b) Lập luận tương tự như trên, ta thấy các điểm M thuộc một nửa đường 
thẳng gốc A của đường thẳng z:. Cụ thể, đó là nửa đường thẳng có chứa điểm 


E sao cho AE và a cùng hướng. 


uø VẤN đề 2 


Chứng minh hai vectö bằng nhau 


1. Phương pháp 


Để chứng minh hai vectơ bằng nhau ta 
có thể dùng mội trong ba cách sau : 


slal=l |>4=5 Ẩ D 
ø và b cùng hướng Hình 1.2 


e Tứ giác ABCD là hình bình hành = AB = DC và BC = AD (h.1.2). 


2. Các ví dụ 


EÏ' Ví dụ 1. Cho tam giác ABC có D, E, F tần lượt là trung điểm của BC, CA, 
_ AB. Chứng minh EF =CD. 


GIẢI 
(Xem h.1.3) A 


B D C 
Hình 1.3 


` + . I ` 
Cách 1. Vì EF là đường trung bình của tam giác ABC nên EF = 25C và 
EFJ/ BC. Do đó tứ giác EFDC là hình bình hành, nên EF = CD. 


Cách 2. Tứ giác FECD là hình bình hành vì có các cặp cạnh đối song song. 
Suy ra EF =CD. 


Eï' Ví dụ 2. Cho hình bình hành ABCD. Hai điểm M và N lần lượt là trung điểm 
của BC và AD. Điểm / là giao điểm của AM và BN, K là giao điểm của DM 


và CN. Chứng minh AM =NC, DK = NI. 


GIẢI 
Tứ giác AMCN là hình bình hành vì B M cÝ 
MC = AN và MC jJ AN. Suy ra 
AM =NC (h.14). 


Vì MCDN là hình bình hành nên K là 
trung điểm của MD. Suy ra 


DK =KM. Tứ giác ¿ IMKN là hình A N D 
bình hành, suy ra NI= KM. Do đó Hình 14 
DK =NI. 


lSxiÊ Ví dụ 3. Chứng minh rằng nếu hai vectơ bằng nhau có chung điểm đầu 
(hoặc điểm cuối) thì chúng có chung điểm cuối (hoặc điểm đầu). 


GIẢI 


Giả sử AB= AC. Khi đó AB = AC, ba điểm A, B, C thẳng hàng và B8, C 
thuộc một nửa đường thẳng gốc A. Do đó B = C. 

Nếu hai vectơ bằng nhau có chung điểm cuối thì chúng có chung điểm đầu 
được chứng minh tương tự. 


@äf Ví dụ 4. Cho điểm A và vectơ a. Dựng điểm M sao cho : 
a) AM=a h 
b) AM cùng phương với a và có độ dài bằng lai. 


GIẢI 


Gọi A là giá của vectơ a. Vẽ đường 
thẳng Z đi qua A và đ// A (nếu điểm 
A thuộc A thì đ trùng với A). Khi đó 
có hai điểm M; và M; thuộc đường 
thắng đ sao cho AM, = AM; = lai 
(h.1.5). Ta có : 
4) AM, =a; 


b) AM, và AM, cùng phương với a 


và có độ dài bằng độ đài của a. 
Hình 1.5 


lSSIÊ Ví dụ 5. Cho tam giác ABC có H là trực tâm và O là tâm đường tròn ngoại 
tiếp. Gọi B' là điểm đối xứng của 8 qua O. Chứng minh AH = B'€. 
GIẢI 


Vì BB' là đường kính của đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC nên 
BAB' = BCB' =90°. Do đó CH /J BA và AH /J BC. Suy ra tứ giác AB'CH là 
hình bình hành. Vậy AH = B'€ (h.1.6). 


Hình 1.6 


1.1. 


1.2. 


1.3. 


1.4. 


1.5. 


1.6. 


1.7. 


CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 

Hãy tính số các vectơ (khác 0) mà các điểm đầu và điểm cuối được lấy từ 
các điểm phân biệt đã cho trong các trường hợp sau : 

a) Hai điểm ; 

b) Ba điểm ; 

c) Bốn điểm. 


Cho hình vuông ABCD tâm Ó. Liệt kê tất cả các vectơ bằng nhau (khác 0) 
nhận đỉnh hoặc tâm của hình vuông làm điểm đầu và điểm cuối. 


Cho tứ giác ABCD. Gọi Ä, N, P và Q lần lượt là trung điểm của các cạnh 
AB, BC, CD và DA. Chứng mình NP = MO và PO = NM. 


Cho tam giác ABC. Các điểm Ä và N lần lượt là trung điểm các cạnh AB và 
AC. So sánh độ dài của hai vectơ NM và BC. Vì sao có thể nói hai vectơ 
này cùng phương ? 

Cho tứ giác ABCD, chứng minh rằng nếu A8 = DC thì AD= ĐC. 

Xác định vị trí tương đối của ba điểm phân biệt A, 8 và C trong các trường 
hợp sau : 

a) AB và AC cùng hướng, laøi >laể€ 
b) AB và AC ngược hướng ; 

c) AB và AC cùng phương. 


k 


Cho hình bình hành A8CD. Dựng AM= BA, MN=DA, NP=DC€, 
PO = BC. Chứng minh AÓ =0. 


§2. TỔNG VÀ HIỆU CỦA HAI VECTƠ 


CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ 

1. Định nghĩa tổng của hai vectơ và quy tắc tìm tổng 

e Cho hai vectơ tuỳ ý a và b. Lấy điểm A tuỳ ý, dựng AB = a, BC =b. 
Khi đó øa+b= AC (h.1.7). 

e Với ba điểm M, N và P tuỳ ý ta luôn có : 
MN+NP= MP (quy tắc ba điểm) 

® Tứ giác ABC?) là hình bình hành, ta có (h.1.8) : 
AB+ AD = AC (quy tắc hình bình hành). 


Đị 
ư{ 


Hình 1.7 Hình 1.8 


2. Định nghĩa vectơ đối 

e Vectơ b là vectơ đối của vectơ a nếu lbị = lai và 4, b là hai vectơ ngược 
hướng. Kí hiệu b =~a. 

e Nếu z là vectơ đối của b thì b là vectơ đối của ø hay -(~đ)= đ. 


e Mỗi vectơ đều có vectơ đối. Vectơ đối của AB là BA. Vectơ đối của 0 là 0. 


3. Định nghĩa hiệu của hai vectơ và quy tắc tìm hiệu 
®2—=b=a+(-b) ; 


e Ta có : Ó8—ÓA = AB với ba điểm Ó, A, B bất kì (quy tắc trừ). 


I1 


4. Tính chất của phép cộng các vectơ 

Với ba vectơ z, b, c bất kì ta có 

e«a+b=b+a (tính chất giao hoán) ; 

° (a+b)+c= a+(b+€) (tính chất kết hợp) ; 
®a+0=0+a=a (tính chất của vectơ - không) ; 


¬ 


® a+(-a)=—a+a=Ô0. 


B._ DẠNG TOÁN CƠ BẢN 


uø VẤN đề T 


` lu . ` lv . ^ 
Tìm tổng của hai vectơ và tổng của nhiều vectO 


1. Phương pháp 

Dùng định nghĩa tổng của hai vectơ, quy tắc ba điểm, quy tắc hình bình 
hành và các tính chất của tổng các vectơ. 

2. Các ví dụ 


BÍ Ví dụ 1. Cho hình bình hành _ABCD. Hai điểm M và N lần lượt là trung điểm 
của BC và AD. 


a) Tìm tổng của hai vectơ NC và MC ; AM và CD ; AD và NỀ. . 
b) Chứng minh AM + AN = AB + ADỠ. 


GIẢI 


(Xem h.1.9) 
B M l@ E 


A N D 


Hình 1.9 
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a) Vì MC =AN, ta có 
N€ + MC = N€ + AN 
=AN+N€ =AC. 
Vì CD = BÀ, ta có AM +CD = AM + BA = BA + AM = BM. 


—. —=_- -— —_—  ——— 


Vì NC= AM, ta có AD+NWC = AD+ AM = AE, với E là đỉnh của hình bình. 
hành AMfED. 


b) Vì tứ giác AMCN là hình bình hành nên ta có AM + AN = AC. 
Vì tứ giác ABCD là hình bình hành nên. AB + AD = AC. 


—  —  —— 


Vậy AM+AN =AB+AD. 


Eƒ' ví dụ 2. Cho lục giác đều ABCDEF tâm O. 


Chứng minh OA + OB + OC + OD + OE + OF =0. 


GIẢI 
Tâm Ó của lục giác đều là tâm đối 


B —— m"€ 
xứng của lục giác (h.1.10). 
Ta có OA+OD =0, OB+OE =0, 
— —. —¬ D 
OC+OF =0. 
Do đó : 
“———x. 


> 


OA+OB+OC+OD+OE+OF = 
= (OA+@Ð)+ (OB+OE)+ (OC+ OF) =0. Hình 1.10 


äf Ví dụ 3. Cho a,b là các vectơ khác 0 và azb. Chứng minh các khẳng 
định sau : 


a) Nếu a và b cùng phương thì a+b cùng phương với 3; 
b) Nếu a và b cùng hướng thì a+Ð cùng hướng với a. 
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GIẢI 
Giả sử a= AB, b= BC, a+b= AC. 
a) Nếu a và b cùng phương thì ba điểm A, B, C cùng thuộc một đường thẳng. 
Hai vectơ a+b = AC và a = AB có cùng giá, vậy chúng cùng phương. 


b) Nếu z và b cùng hướng, thì ba điểm A, 8, C cùng thuộc một đường thẳng 
và B, C nằm về một phía của A. Vậy a+b = AC và a=AB cùng hướng. 


Eƒ' ví dụ 4. Cho ngũ giác đều ABCDE tâm O. 


14 


a) Chứng minh rằng hai vectơ OA+OB và OC+OE đều cùng phương 
với OD. : 
b) Chứng minh hai vectơ AB và EC cùng phương. 


GIẢI 
(Xem h.1.11) M 


2a} —~ìø 


Xe 
3 


D 
Hình 1.11 


a) Gọi đ là đường thẳng chứa ÓD thì đ là một trục đối xứng của ngũ giác 
đều. Ta có OA+OB =OM, trong đó &⁄ là đỉnh của hình thoi OAMB và 
thuộc đ. Cũng như vậy, ÓC +ØE =ÓN, trong đó N thuộc đ. Vậy OA+ÓB 
và OC+OÓE đều cùng phương với ØD vì cùng có chung giá đ. 


b) AB và EC cùng vuông góc với 2 nên AB // EC, suy ra AB cùng phương EC, 


U8 VẤN để 2 


Tìm vectø đối và hiệu của hai vectØ 


1. Phương pháp 

e Theo định nghĩa, để tìm hiệu a—b, ta làm hai bước sau : 

— Tìm vectơ đối của ? ; 

— Tính tổng a+ (—B). 

e Vận dụng quy tắc OA—OB = BA với ba điểm O, A, B bất kì. 


2. Các ví dụ 
Bƒ' Ví dụ 1. Chứng minh ~(a + b) = ~a + (—6). 
GIẢI 
Giả sử a= AB, b= BC thì a+b= AC. Ta có -a= BÄ, =b=CB. 
Do đó -a+(—b) = BA + CB = CA =—ÁC =~(a+b). 


8ï vi dụ¿. 
a) Chứng minh rằng nếu a là vectơ đối của b thì a+b=0. 
b) Chứng minh rằng điểm ¡ là trung điểm của đoạn thẳng AB khi và chỉ khi 
IA=-IB. ` 
GIẢI 
a) Giả sử b = AB thì a= BA. Do đó a+b = BA + AB = BB =0. 
b) Nếu / là trung điểm của đoạn thẳng AB thì /A = 1B và hai vectơ 1A, 7B 
ngược hướng. Vậy 1A =—IB. 
Ngược lại, nếu IA =-IB thì IA = IB và hai vectơ 1A, IB ngược hướng. Do 
đó A, /, B thẳng hàng. Vậy 7 là trung điểm của đoạn thẳng AB. 
Ví dụ 3. Cho tam giác ABC. Các điểm M, N và P lần lượt là trung điểm của 
AB, AC và BC. | 
a) Tìm hiệu AM - AN, MN—N€, MN —PN, BP—CP. 
b) Phân tích AM theo hai vectơ MN và ME. 
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GIẢI 
(Xem h.1.12) 
a) AM-AN =NM h 
MN-—NC =MN -MP = PN 
(v NC=MP); 
(vì -PN=NP); 


m=_m_~ễẮồ —=—=-  —_— =—_- — 


b) AM = NP = MP-~MN. 


U8 VẤN đề Z 
Tính độ dài của a+b,a-b 


1. Phương pháp 


Đầu tiên tính ø+b= AB, a~b=CD. Sau đó tính độ dài các đoạn thẳng AB 
và CD bằng cách gắn nó vào các đa giác mà ta có thể tính được độ dài các 
cạnh của nó hoặc bằng các phương pháp tính trực tiếp khác. 
2. Các ví dụ 

EW Ví dụ 1. Cho hình thoi ABCD có BAD =607 và cạnh là a. Gọi O là giao 


—_—_ ——. 


điểm hai đường chéo. Tính ÏAB + AD|, |BA - B€|, GB - pd|. 
GIẢI Ễ 

Vì tứ giác ABCD là hình thoi cạnh ° dị. 
a và BAD=60°nên AC = a3, A< c- 
BD = a(h.1.13). hà 
Ta có : AB+ AD = AC nên 

—..— .D 

[AB+ AD|= Ac =ax3 b 


Hình 1.13 
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BẢ- BC = Cá sa Bắn BCÌ=CA =øxB ¡ 


_añ 
, 


Dođó  |O8-D€C|=CO= 


Ef' ví dụ 2. Chứng minh các khẳng định sau : 


a) Nếu a và Ðb cùng hướng thì la + 5Ì = |s| + |B|. 
b) Nếu a và Ð ngược hướng và Ib| > al thì la + BÌ = || - lai. 
c) la + B| < [a| + lb|. Khi nào xảy ra dấu đẳng thức ? 
GIẢI 

Giả sử a= AB, b= BC thì a+b= AC. 
a) Nếu z và b cùng hướng thì ba điểm A, B, C cùng thuộc một đường thẳng 
và B nằm giữa A và C. Do đó AB + BC = AC (h.1.14). 

A 3B bB€C 


Hình 1.14 


Vậy |ä+bÌ= AC = AB+ BC = la|+B|. 


b) Nếu z và ngược hướng và |b|> laÌ thì ba điểm A, B, C cùng thuộc một 
đường thẳng và A nằm giữa Ö8 và C. Do đó AC = BC - AB (h.1.15). 


Hình 1.15 


Vậy |a+B|= AC = 8C ~ AB =|b|~ |. 


c) Từ các chứng minh trên suy ra rằng nếu đ và b cùng phương thì 


lz+#|=lzl+lb| hoặc lz+?|<|z|¬li|. 


Xét trường hợp ø và b không cùng phương. Khi đó A, B, C không thẳng hàng. 
<lsl+ld. 


Trong tam giác ABC ta có hệ thức AC < AB + BC. Đo đó |2 
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Vậy trong mọi trường hợp ta đều có 
lz+ø|<|z|+ lại. 
Đẳng thức xảy ra khi z và b cùng hướng. 
f ví dụ 3. Cho hình vuông ABCD cạnh a có O là giao điểm của hai đường chéo. 
Hãy tính |OA - CBl, [AB + D€|, |eB - BÀI. 


GIẢI 
Tacó  AC=BD= a2, ˆ , 
OA—CB =CO~CB = BO (h.1.16). 
Do đó Io4-cB|= so=#2. 
|Aø+ pc| =[ag|+|pc| = 2a ớ ` 
(vì AB và DC cùng hướng), Hình 1.16 


CD~ DA =CD-CB = BD (vì DA =CB). 


Dođó  |CD-DAÌ=BD=a^2. 


uø VẤN đề 4 


Chứng minh đẳng thức vecto ˆ 


1. Phương pháp 


Mỗi vế của một đẳng thức vectơ gồm các vectơ được nối với nhau bởi các 
phép toán vectơ. Ta dùng quy tắc tìm tổng, hiệu của hai vectơ, tìm vectơ đối 
để biến đổi vế này thành vế kia của đẳng thức hoặc biến đổi cả hai vế của 
đẳng thức để được hai vế bằng nhau. Ta cũng có thể biến đổi đẳng thức 
vectơ cần chứng minh đó tương đương với một đẳng thức vectơ được công 
nhận là đúng. 
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2. Các ví dụ 
Km Ví dụ 1. Chứng minh các khẳng định sau : 
a)a=b<©a+e=B+€; 
bì a+e=b©a=B-~€. 
GIẢI 
a) Nếu a=b= AB và c= BC thì a+c= ÁC, b+c=ÁC. Vậy a+c=b+c. 
Ngược lại, nếu a+c=b+c ta cần chứng minh a=b. Giả sử a=AB, 
-A8, °~BẺ, 
Từ a+c=b+c Suy ra AC =AC. Vậy Á,= A hay a=b. 


b) 4+c=b<a+c+(~e)=b+(T~e) ©a=b~c. 


fÏ Ví dụ 2. Cho sáu điểm A, B, C, D, E và F. Chứng minh rằng 


—-_ — _—— _—ễộ7-—-v ——  — 


AD + BE +CF = AE + BF +CD. (1) 
_ Cách I. Ta có : (1) © AD-AE+CF-~ CD= BF_-BE œ> ED+DF=EF 
© EF=EF. Vậy đẳng thức (1) được chứng minh. 
Cách 2. Biến đổi vế trái : 


—_—_—_. —- — —— ——' `  __— — 


—-_ ——- _—— ——' — —¬ 


= AE+BF+CD+ED+FE+DF 
= AE+BF+CD 

(vì ED+FE+ DF = FD+DF= FF= Ô- 

Cách 3. Biến đổi vế phải : 

AE+BF+CD = AD+ DE + BE + EF + CF +FD 
= AD+ BE+CF + DE + EF + FD 
= AD+BE-+CF 

(vì DE+ EF +FD =0). 
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e Sau đây là bài toán tương tự : 


Cho bốn điểm A, B, C và D. Hãy chứng minh AB+CD.= AD+CB theo ba 
cách như ví dụ trên. 


ƒ' Ví dụ 3. Cho năm điểm A, B, C, D và E. Chứng minh rằng 


AC + DE - DC - CE +CB = AB. 


GIẢI 
Ta có ~D€ =CD, -CE=EC nên : 


=—-_  — —_—- =——- ộ'v — Jộ—-c-yx ——  — ——_ ——— 


AC+DE-DC-CE+CB =AC+DE+CD+EC+CB 
=(AC+CB)+(CD+ DE)+ EC 
= AB+CE + EC = AB. 


ïƒ' Ví dụ 4. Cho tam giác ABC. Các điểm M, N và P lần lượt là trung điểm các 
cạnh AB, AC và BC. Chứng minh rằng với điểm O bất kì ta có 


—_ — _—— -—— —  — 


OA+OB +OC =OM +ON +QP. 


| GIẢI 
Biến đổi vế trái (h.1.17) : 


OA+OB+Ó€ = OM + MA+OP+PB+ON +NC 


= OM+ON +OP+ MA+PB+NC 
= OM+ON +OP+ MA+NM + AN 
=OM+ON+OP - 

(vì PB=NM, NC = AN A 


—_—_ —— -———- ——  —_—_-  -—— 


và MA+ NM+AN=NM+MA+AN = NN= 0). 


Hình 1.17 
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C.. CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 


1.8. 
1.9. 


1.10. 


1.11. 
1.12. 


1.13. 


1.14. 


1.15. 


1.16. 
1.17. 


1.18. 


1.19. 


Cho năm điểm A, B, C, D và E. Hãy tính tổng AB+ BC +CD + DE. 
Cho bốn điểm A, B, C và D. Chứng minh AB—CD = AC - BD. 


Cho hai vectơ a và b sao cho a+b=0. 
a) Dựng OA =a, ÓOB =b. Chứng minh Ó là trung điểm của AB, 
b) Dựng Ó4=az, 4B=b. Chứng minh Ó = B. 


_ 


Gọi Ó là tâm của tam giác đều ABC. Chứng minh rằng OA+OB+ ÓC =0. 
Gọi Ó là giao điểm hai đường chéo của hình bình hành ABCD. Chứng minh 


——_ — -: -—-- - 


rằng OA+@B+OC +@OD =0. 


Cho tam giác ABC có trung tuyến AM. Trên cạnh AC lấy h hai điểm E và F 
sao cho AE = EF = FC ; BE cắt AM tại N. Chứng minh NA và NM là hai 
vectơ đối nhau. 

Cho hai điểm phân biệt A và B. Tìm điểm M thoả mãn một trong các điều 
kiện sau : 

a) MA- MB = BA b) MA-~ MB = AB ; c) MA+ MB =0. 
Cho tam giác ABC. Chứng minh rằng nếu |CA+CB =|ÌCA—CB thì tam 
giác ABC là tam giác vuông tại Œ. 


— — _——: —: — 


Cho ngũ giác ABCDE. Chứng minh AB + BC +CD = AE- DE. 


Cho ba điểm O, A, 8 không thẳng hàng. Với điều kiện nào thì vectơ 
OA+OB nằm trên đường phân giác của góc AOØB ? 


Cho hai lực Fì và F¿ có điểm đặt Ó và tạo với nhau góc 607. Tìm cường 
độ tổng hợp lực của hai lực ấy biết rằng cường độ của hai lực Fì và F¿ 
đều là 100 N. 


Cho hình bình hành ABCD. Gọi Ó là một điểm bất kì trên đường chéo AC. 
Qua Ó kẻ các đường thẳng song song với các cạnh của hình bình hành. Các 
đường thẳng này cắt AB và DC lần lượt tại M và N, cắt 4D và BC lân lượt 
tại E và F. Chứng minh rằng : 


a) OẢ+OC =O@B+OD ; b) BD= ME+FN. 
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§3. TÍCH CỦA VECTƠ VỚI MỘT SỐ 


CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ 


1. Định nghĩa (ích của vectơ với một số. Cho số k và vectơ z, dựng được 
vectơ k4. 


2. Các tính chất của phép nhân vectơ với một số : Với hai vectơ 2ø, b tuỳ ý 
và với mọi số k, h e lR ta có : 


«k(a+b)=ka +kb ; 

e(h+k)a =ha + ka; 

e«h(ka)= (hk)a ; 

«l2=42; (Cl)a=-a;0a=0;k0=0,. 

3. Hai vectơ 4, b với b #Ũ cùng phương khi và chỉ khi có số & để a= kb. 
Cho hai vectơ zvà b cùng phương, bz 0. Ta luôn tìm được số k để 
a=kb và khi đó số k tìm được là duy nhất. 

4. Áp dụng : 

e Ba điểm phân biệt 4, 8, C thẳng hàng © AB =kAC, với số k xác định. 
e / là trung điểm của đoạn thẳng AB © MA+ MB =2MI, VM. 
® Ở là trọng tâm của tam giác ABC MA+ MB+MC =3MG, VM. 


5. Cho hai vectơ 4, b không cùng phương và x là một vectơ tùy ý. Bao giờ 
cũng tìm được cặp số h và & duy nhất sao cho x=ha+kb. 


DẠNG TOÁN CƠ BẢN 


VẤN để T 
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Xác định vectø ka 


1. Phương pháp 


Dựa vào định nghĩa vectơ ka. 


e Ì¿zl =|x||5Ì 
Nếu k>0,ka và a cùng hướng ; 


Nếu k<0, ka và a ngược hướng. 


2. Các ví dụ 
Bƒ Ví dụ 1. Cho a = AB và điểm O. Xác định hai điểm M và N sao cho 
OM =3a, ON = -4a. 
GIẢI 


Vẽ đường thẳng đ đi qua Ó và song song với giá của 4. (Nếu Ó thuộc giá 
của z thì đ là giá của z) (h.1.18). 


x... 
N Mg 
——<+—————————-———>— 
O 
Hình 1.18 


Trên đ lấy điểm Mí sao cho OM = 3l ,„ OM và a cùng hướng khi đó 
OM =3a. Lấy điểm N trên đ sao cho ON = 4Ì2 
khi đó ON = -4a. 


, ÔN và a ngược hướng, 


Eƒ Ví dụ 2. Cho đoạn thẳng AB và M là một điểm trên đoạn AB sao cho 
AM= sAB. Tìm số k trong các đẳng thức sau : 


a) AM = kAB ; b) MẢ=kMB; c)ị MA=kAB. 


GIẢI 
(Xem h.1.19) 


A M B 


“————--————— CC —————— — ộ 


Hình 1.19 
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— ,— AM_1l „—— .— | 
a) AM =kAB = |k|=“C—=+. Vì AM và AB cùng hướng nên k =c: 


— ,òc MA _ l1 .— l 
= =-—-=_-, à ế ê k =——, 
b) MA =kMB = |k PIN Vì MA và MB ngược hướng nên ñ 


— Ö@T_= = — 1 
c) MÁ=kAB=|t|= “TS =c- Vì MA và AB ngược hướng nên HIESEES) 


(Eƒ' Ví dụ 3. a) Chứng minh vectơ đối của vectơ 5a là (-5)a. 
b) Tìm vectơ đối của các vectơ 2a + 3b, a- 2b. 
GIẢI 
9 -(54) = (~1).(54) = ((~1)5).a = (~5).4 
b) -(2đ+3B) =(~).(24+3ð) =(—1).(24)+(—1).(3ð) 
= (~2).a+(-3).b=~2a~3b. 


~(2~2B)=(—1).(4~2B)=(—I).a4+2.b=-a+2b. 


U8 VẤN đề 2 


Dhân tích (biểu thị) một vectơ theo hai vectơ không cùng phương 


1. Phương pháp 
a) Để phân tích vectơ x= ÓC theo hai vectơ không cùng phương a= ÓA : 
b = OB ta làm như sau : 


e Vẽ hình bình hành OA'CB” 
có hai đỉnh Ó, € và hai cạnh 
ÓA' và OB' lần lượt nằm trên 


hai giá của ÓA, OB (h.1.20). 


Ta có x=ÓA”+OB. 


Hình 1.20 
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e Xác định số b để OA” = hÓA. 

Xác định số & để OB” = kOB. 

Khi đó x = h2 + kb. 

b) Có thể sử dụng linh hoạt các công thức sau : 
e AB=ÓOB—OA, với ba điểm Ó, A, B bất kì ; 


e AC =AB+ AD nếu tứ giác ABCD là hình bình hành. 


2. Các ví dụ 


ÑÏ ví dụ 1. Cho tam giác ABC có trọng tâm G. Cho các điểm D, E, F lần lượt 
là trung điểm của các cạnh BC, CA, AB và 7 là giao điểm của AD và EF. 


Đặt u=AE, v=AF. Hãy phân tích các vectơ AI, AG, DE, DC theo hai 
vectd u, V. 
GIẢI 


Vì tứ giác AEDF là hình bình hành nên 4Ð=AE+AF=u+v và 
Ai =2AD (h.1.21). 


— |] ¬  l¬ 1¬ 
Vậ AI =—(u+v)=—u+—v. 
ây 2t ) 2112 A 


bề) 
SỊ 


AG=2AD=Z(i+v)=Su+ 2v 
3 3 3 3 
DE = FA =-AF, 
vậy DE=(—1).v+0u 


— ——  -—. 


— B D C 
DC = FE = AE- AF, 


— ¬ ¬ Hình 1.21 
vậy DC =u-v,. : 


fBƒ' ví dụ 2. Cho tam giác ABC. Điểm M trên cạnh BC sao cho MB = 2MC. Hãy 
phân tích vectơ AM theo hai vectơ u = AB, v= AC. 
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GIẢI 
Ta có : A 


AM=AAB+ BM = AB+Š BC 


E 
= AB+—(AC - AB) - F 
3 U 
= LAB+^A€. 
3 3 B M e 
1 Hình 1.22 


Vậy AM =au+5y (h.1.22). 


e Ta có thể giải bài toán bằng cách dùng định lí Ta-lét như sau : 
Kẻ ME / AC và MF JJ AB, ta có AM=AE+AF. Theo định lí Ta-lét 
2 1 1 2—- 


AE = LAB, AF = ^ÁC. Do đó AE=LAB= 1, AE=2AC =^v. 
3 3 3 3 3 3 


_ 


Vậy AM=}w+^v. 
3 3 


uø VẤN đề 7 


Chứng minh ba điểm thắng hàng, hai đường thẳng song SOng 
1. Phương pháp 
Dựa vào các khẳng định sau : 


e Ba điểm phân biệt A, 8, C thẳng hàng ©> 4B và AC cùng phương © 
AB = kAC. 


e Nếu AB = kCD và hai đường thẳng AB và CD phân biệt thì AB // CD. 


2. Các ví dụ 

| EEI vị dụ 1. Cho tam giác ABC có trung tuyến AM. Gọi 7 là trung điểm của AM 
và K là điểm trên cạnh AC sao cho AK = SÁC Chứng minh ba điểm 8, ¡, 
K thẳng hàng. 
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GIẢI 


Đặt ¡ = BÀ, v = BC (h.1.23). 


Ta phân tích BK và BỈ theo w„y. Ạ 
—_. —. _— , — ¬ ] — — 
BK = BẢ+ AK =+2 AC =u+2 (BỀ- BÀ) K 
ữ 
~ 1¬ 2> l¬ 
=W+—(v-M)=—MH+—v 1 
qỤ > 3 Œ) 
— 1 — — 
BÏ =—(BA+ BM) : _ ` 
Hình 1.23 


1> 1= 1¬ 
= —(u+—v)=—u+_—v. 2 
2. 2 ) 2 4 (2 


Từ (1) và (2) suy ra 2u+v=3BK, 2/+v= 4BÏ. 


Vậy 3BK =4BI hay BK = BÍ. Do đó ba điểm Ö, 1, K thẳng hàng. 


Eƒ' Ví dụ 2. Cho tam giác ABC. Hai điểm M, N được xác định bởi các hệ 
thức : BŒ+MA=0, AB— NA 3AC =0. Chứng minh MN ⁄AC. 


GIẢI 
Ta có BC + MA+ AB— NA -3AC =0, 
hay (AB+ BC)+(MA+ AN)~3AC =0 
AC+MN -3AC =0 
MN =2AC. 
Vậy MN cùng phương với AC. 


Theo giả thiết ta có BC = AM, mà A4, 8, C không thẳng hàng nên bốn 
điểm A, B, C, M là một hình bình hành. 


Từ đó suy ra Ä không thuộc đường thắng AC và MN // AC. 
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CC váa | 
Chứng minh các đẳng thức vccto có chứa tích của vccto với một số 


1. Phương pháp 
e Sử dụng tính chất tích của vectơ với một số. 
e Sử dụng các tính chất của : ba điểm thẳng hàng, trung điểm của một đoạn 


thẳng, trọng tâm của tam giác. 
2. Các ví dụ 
8W Ví dụ 1. Gọi M và ÑN lần lượt là trung điểm của hai đoạn thẳng AB và CD. 
Chứng minh rằng 2MN = AC + BD. 
GIẢI 
Vì N là trung điểm của đoạn thẳng CD nên 2MN = MC + MD. 


— _—— -— —_——_—_ — 


Mặt khác MC = MA+ AC, MD = MB+ BD nên 
-MC+MD = MA+ AC + MB + BD = AC + BD+ (MA+ MB) 
= AC+BD (vì M là trung điểm của AB). 
Vậy 2MN =AC+BD. 


ISSIÊ Ví dụ 2. Cho hình bình hành ABCD. Chứng minh rằng 
AB + 2AC + AD = 3AC. 
GIẢI 
Vì ABCD là hình bình hành nên 4B+ AD = AC. Do đó 
AB+2AC+ AD =(AB+ AD)+2AC =AC+2AC = 3AC. 
Etf Ví dụ 3. Chứng minh rằng nếu G và G” lần lượt là trọng tâm của hai tam 
- giác ABC và A'BC' thì 3GG' = AA'+ BB +CC.. 
GIẢI 
Vì G' là trọng tâm của tam giác Á'8'C” nên 
3GG' = GA + GB! + GC'. () 
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Hơnnữa GA'=GA+AA' 
GB' = GB + BE” 
GC' =GC+CC. 
Cộng từng vế ba đẳng thức trên và vì GA+GB+GC€ =0 nên 
GA + GB' + GC' = AA' + BB' + CƠ, (2) 
Từ (1) và (2) suy ra 3GGŒ = AA' + BB' + CC". 
se Có thể chứng minh như sau 
Ta có | GŒ' = GÀ + AA' + A'G' 
GŒ' =GB+ BB' + BG' 
GŒ =GC +CC' + CG.. 


Cộng từng vế của ba đẳng thức trên và sử dụng điều kiện của trọng tâm tam 
giác ta suy ra điều cần chứng minh. 


U8 VẤN để ? 


Xác định vị trí của một điểm nhờ đẳng thức vectø 

1. Phương pháp 

Sử dụng các khẳng định và các công thức sau : 

©eẦ AB=0©A=B; 

e Cho điểm A và cho a. Có duy nhất điểm M sao cho AM =a ; 


e AB = AC B=C, A,B= AB © A =A. 


2. Các ví dụ 


lSSiÊ Ví dụ 1. Cho tam giác ABC có D là trung điểm của BC. Xác định vị trí của 
điểm G biết AG = 2GD. 
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GIẢI A 
Từ AG =2GD, suy ra ba điểm Á, G, 
D thẳng hàng, AG = 2GD và điểm G 
ở giữa A và D. Vậy Ớ là trọng tâm 
của tam giác ABC (h.1.24). 


B D ® 
Hình 1.24 


EÏ” ví dụ 2. Cho hai điểm A và B. Tìm điểm ï sao cho 7Ä + 27B =0. 
GIẢI 
IA+2IB =0 © IA=-21B. 
Từ đó suy ra [IA|[=|_2IB| hay 1A = 21B, IẢ và IB ngược hướng (h.1.25). 


A 1 B 


e————t————-e——a 


Hình 1.25 


Vậy 7 là điểm thuộc đoạn AB mà ïB = 2B . 


ÑÏƒ' vi dụ 3. Cho tứ giác ABCD. Xác định vị trí điểm G sao cho 


GA+GB+GC+GD=0. 
GIẢI 
Ta có GA +GB =2GI, trong đó j là trung điểm của AB và GC+GD=2GK, 
trong đó K là trung điểm của CD. Vậy theo giả thiết ta có 2G +2GK =0_ 
hay GÏ+GK =0(h.1.26). 


B 
Do đó Ở là trung điểm của đoạn thẳng /K. 


^ 


Hình 1.26 


C. CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 


1.20. 


1.21. 


1.22. 


1.23. 


1.24. 


1.25. 


1.26. 


1.27. 


Tìm giá trị của mm sao cho a=mb trong các trường hợp sau : 
a) a=bz0 : 

b) a=-b và az#0 h 

c) 4, b cùng hướng và laÌl= 20, lb| = 5 ; 

B|=15 ; 


đ) 4, b ngược hướng và lz|=5, 


Chứng minh rằng : 

a) Nếu a=b thì ma = mb ¿ 

b) mơ = mb và m #0 thì a=b ; 

c) Nếu mg = nã và z#0 thì m = n. 


Chứng minh rằng tổng của n vectơ a bằng na (n là số nguyên dương). 


Cho tam giác ABC. Chứng minh rằng nếu GA+GB+ŒC€ =0 thì G là trọng 
tâm của tam giác ABC. 


Cho hai tam giác ABC và A'B'C”. Chứng minh rằng nếu AA”+ BB+CCŒ =0 
thì hai tam giác đó có cùng trọng tâm. 
Cho hai vectơ không cùng phương a và b. Dựng các vectơ : 


a)2a+ b; b) đ—2Ð ; c)~4 +—b. 


2|— 


Cho lục giác đều ABCDEF tâm Ó có cạnh a. 

a) Phân tích vectơ AD theo hai vectơ AB và AF. 

b) Tính độ dài của vectơ 2AB +2BC theo a. 

Cho tam giác ABC có trung tuyến AM (M là trung điểm của BC). Phân tích 
vectơ AM theo hai vectơ AB và AC. 
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1.28. 


1.29. 


1.30. 


1.31. 


1.32. 


1.33. 


1.34. 


1.35. 
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Cho tam giác ABC. Gọi ẤM là trung điểm của AB và N là một điểm trên 
cạnh AC sao cho NA = 2NC. Gọi K là trung điểm của MN. 


Phân tích vectơ AK theo AB và AC. 
Cho tam giác ABC. Dựng AB = BC, CA'= AB và BC) = CẢ. 


a) Chứng minh rằng A là trung điểm của BC. 
b) Chứng minh các đường thẳng AA', BE” và CC” đồng quy. 


Cho tam giác ABC. Điểm ï trên cạnh AC sao cho Cï = 2A, J là điểm mà 


B =—AC—ˆ AB. 

2 3 

a) Chứng minh Bï =SAC~AB 

b) Chứng minh 8, /, 7 thẳng hàng. 

c) Hãy dựng điểm J thoả điều kiện đề bài. 

Cho hình bình hành ABCŒ?D có Ø là à giao điể điểm của hai ai đường cỉ chéo. Chứng 
minh rằng với điểm M bất kì ta có MA+ MB + MC + MD =AMO. 

Cho tứ giác ABCD. Gọi ï và 7 lần lượt là trung điểm của hai đường chéo AC 
và BD. Chứng minh AB+ CD = 21/. 

Cho tứ giác ABCD. Các điểm M, N, P và Q lần lượt là trung điểm của AB, BC, 
CD và DA. Chứng minh rằng hai tam giác ANP và CMQ có cùng trọng tâm. 
Cho tam giác ABC. 

a) Tìm điểm K sao cho KA+2KB = CB. 

b) Tìm điểm M sao cho MA+MB+2MC =Ö. 


Cho tam giác ABC nội tiếp trong đường tròn tâm Ó, H là trực tâm của tam 
giác, D là điểm đối xứng của A qua Ó. 


a) Chứng minh tứ giác HCĐB là hình bình hành. 
b) Chứng minh: HA+ HD =2HO ; 
HA+ HB + HC =2HO ; 
OÄ+OB+OC =OH. 


c) Gọi G là trọng tâm tam giác ABC. 
Chứng minh ÓH =30G. 
Từ đó có kết luận gì về ba điểm O, H, G ? 


§4. HỆ TRỤC TOẠA ĐỘ 


A. _ CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ 
1. Định nghĩa toạ độ của một điểm, độ dài đại số của một vectơ trên một trục. 
2. Định nghĩa toạ độ của một vectơ, của một điểm trên mặt phẳng toạ độ Óxy. 


¬ 


° a=(a; a,) ©a=áai+a,}. 


z - “à b 

se Nếu a=(4,; 4), b=(b,; b,) ¬ 
Ẫ a =b,. 
2 2 

e M có toạ độ là (x; y) © OM =(x ; y) với Ó là gốc toạ độ ; 


x= ØM, ,W= OM, , trong đó ấM, và M, lần lượt là chân đường vuông 
góc hạ từ M xuống Óx và Óy. 


e Nếu A có toạ độ là (x ), B có toạ độ là (x ) thì 


AIỜA B* ”p 
AB =(X„ ~x, ;ynp TYA). 

3. Toạ độ của a+b, a-b, ka. 

Cho a=(2;4,),b=(b ;¡b,),ke TR. 


Ta có a+b 


(4, +Ö; a,+b,); 


a-b= (4 bị; 4, b„) h 
ka = (kai; ka,). 
Từ đó suy ra rằng hai vectơ a và b(a #0) cùng phương khi và chỉ khi có số 
„ mNG bị =køc” 2 . 
k thoả mãn — ¬ 
b, =ka.. 
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4. Nếu 7 là trung điểm của đoạn thẳng AZ thì : 


. N y _JA Ty. 
2 í 2 
Nếu G là trọng tâm của tam giác ABC thì : 


v _ X4 †Xp + Xc. _ YA † Yp +Yc 


6 3116 3 


B._ DẠNG TOÁN CƠ BẢN 


uø VẤN đề † ˆ 


Tìm toạ độ của một điển và độ dài đại số của một vectơ trên trục (Ó; ) 
1. Phương pháp 

Căn cứ vào định nghĩa toạ độ của điểm và độ dài đại số của vectơ. 

e Điểm M có toạ độ ø  OM = ae với O là điểm gốc. 

e Vectơ AB có độ dài đại số làm = AB AB = me. 


e Nếu M và N có toạ độ lần lượt là ø và b thì MN =b—a. 


2. Các ví dụ 


EÏ ví dụ 1. Trên trục (O ; e) cho các điểm A, B, M, N lần lượt có toạ độ là 
-4;3;5;-2. 
a) Biểu diễn các điểm đã cho trên trục ; 
b) Tính độ dài đại số của các vectơ AB, AM, MN. 
GIẢI 
._ a) Biểu diễn các điểm A, B, M, N như sau : 


-4 _2 e 3 5 
———— ———-— —x _ —. 
A N ÓO B M 
Hình 1.27 
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3-BTHH10-8 


b) — AB=3-(-4)=7 

AM =5— (4) =9 

MN =-2—5=-~1. 

BÍ ví dụ 2. Cho ba điểm tuỳ ý A, B,.C trên trục (O ; e). Chứng minh rằng : 

a) AB = AB nếu AB cùng hướng với Ê; 

AB = AB nếu AB ngược hướng với e. 
bạ AB + BC = AC. 

GIẢI 

a) AB = AB.e. Từ đó SUY Ta : 

[An TH:RP hay [as| =AB. 
Nếu AB cùng hướng với e thì 4B >0, nên ta có 4B = AB. Nếu 4B ngược 
hướng với e thì AB < 0, nên ta có AB = -AB. 
b) Với ba điểm A, B, C ta có AB+ BC =AC. Vì AB=AB.e, BC =BC.e, 
AC =AC.e nên ta có : 
AB.e + BC.e = AC.e hay (AB+BC).¿= AC.e. 
Suy ra AB + BC = AC. 


##' Chú ý: Hệ thức AB + BC = AC gọi là hệ thức Sa-lơ. 


"g8 'VẤn đề 2 
Xác định toạ độ của vectơ và của một điểm trên mặt phẳng toạ độ 3x 
1. Phương pháp 


Căn cứ vào định nghĩa toạ độ của một vectơ và toạ độ của một điểm trên mặt 
phẳng toạ độ Óxy. 
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e Để tìm toạ độ của vectơ z ta làm như sau : 
Vệ vectơ ÓM = a. 

Gọi hai điểm A, và M, lần lượt là hình 
chiếu vuông góc của M trên Óx và Óy. Khi 
đó a=(; 4.) trong đó 4a, = ØM.. 


a,= OM. (h.1.28). 


Hình 1.28 


« Để tìm toạ độ của điểm A ta tìm toạ độ của vectơ ÓA. Như vậy A có toạ độ 
là (x ; y) trong đó x = ỞAÁ,, y = ÓA, ; Á¡ và A; tương ứng là chân đường 
vuông góc hạ từ A xuống Óx và Óy. 


« Nếu biết toạ độ của hai điểm A, B ta tính được toạ độ của vectơ AB theo 
công thức : 


— 


AB = (Xe —*X„ › Ypg —YA)- 


2. Các ví dụ 


ISSI Ví dụ 1. Cho hình vuông ABCD có cạnh a = 5. Chọn hệ trục toạ độ (A ; lễ D 
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trong đó ¡ và AD cùng hướng, j và AB cùng hướng. Tìm toạ độ các đỉnh 
của hình vuông, giao điểm 7 của hai đường chéo, trung điểm N của BC và 
trung điểm M của CD. 


GIẢI 
Ta có A(0; 0), 8(@; 5), CO ; 5), 


Dũ :0,.l[Š¡ 3} đỗ: 3) 
2.2 2 


5 
; —| (h.1.29). 
M{5: Š] (h.1.29) 


Hình 1.29 


äW Ví dụ 2. Cho hình bình hành A8CD có AD = 4 và chiều cao ứng với cạnh 
AD bằng 3, góc BAD = 60°. Chọn hệ trục toạ độ (A ; i : j) sao cho í và 
AD cùng hướng.. Tìm toạ độ của các vectd AB, BC, CD và AG.. 
GIẢI 
Kẻ BH L AD, ta có BH = 3, AB = 2xl3, AH = v3 (h.1.30). 
Do đó ta có các toạ độ : A(O ; 0), 
B(3; 3), C4 + v3; 3), D(4; 0). 


Từ đó có 4B = (V3 ; 3) 


BC =(4;0) 

CD =(-3; -3) 

. A7 H D 
AC =(4+ 43; 3). Hình 1.30 


lSIÊ Ví dụ 3. Cho tam giác ABC. Các điểm M(1 ; 0), N(2 ; 2) và P(-1 ; 3) lần lượt 
là trung điểm các cạnh BC, CA và AB. Tìm toạ độ các đỉnh của tam giác. 


GIẢI 
Ta có : NAPM là hình bình hành A 
suy ra NA= MP(.1.31). 
NA=(x„—2; y„—2) P N 
MP =(_2; 3). 
X,-=2=~2 x,=0 
Sự n ĐT, =Í s B M C 
7A“ — Hình 1.31 


Vậy toạ độ của A là (0 ; 5). 
Tương tự, từ MC =PN, MB = NP ta tính được B(-2; l), C(4; —1). 


EIÏ' vi dụ 4. Cho hình bình hành ABCD có A(-1 ; 3), B(2 ; 4), C(0 ; 1). Tìm toạ 
độ đỉnh D. 


GIẢI 
Giả sử D= (Xp; Yp): 


Ta có AD=BC, AD=(x„+1; yp~3), 


BC = (~2; ~3) (h.1.32). Do đó. 
xp E2 xp =3 A | 
3p —3=-—3 Ỳp =0. Hình 1.32 


Vậy toạ độ đỉnh Ð là (—3 ; 0). 


kø VẤN đề Z 


Tìm toa độ của các vectÐ +, u—v, ku. 


1. Phương pháp 
Tính theo các công thức toạ độ của H+Y, H—V, ku. 
2. Các ví dụ 
BÏ' ví dụ 1. Cho ử = (3; -2), v = (7 ;4). 
Tính toạ độ của các vectd u+v, u—v,2u, 3u— 4v, (3u ~ 4v). 
ˆ GIẢI 
u+y =(10;2), w—y =(4;~6),2u =(6;—4) 
3„ =(9;—6),4y =(28; 16). 


Vậy 3u ~4v =(—19;~22) và (3w —4y )=(19;22). 
li Ví dụ 2. Tìm x để các cặp vectơ sau cùng phương : 
a) a =(2;3), b = (4; x) 
b) u =(0;5), v =(x;7) 
c) m =(x;-3), n = (_2; 2x). 
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GIẢI 
a) —=` >x=6. 
2 3 
b)x=0. 


) << =x7= 3=x= +3. 


U8 VẤn để 4 


Chứng minh ba điểm thắng hàng, hai đường thắng song song bằng toạ độ 
1. Phương pháp 

Sử dụng các điều kiện cần và đủ sau : 

„ Ba điểm phân biệt A, B, C thắng hàng © AB =kAC ; 

« Hai vectơ a, b0 cùng phương ©> Có số k để a =kb. 


2. Các ví dụ 


&# Ví dụ 1. Cho ba điểm A(—1 ; 1), B(1 ; 3), C(-2 ; -0). Chứng minh ba điểm 
A, B, C thẳng hàng. 


GIẢI 
AB =(2;2), AC =(—1;—1). 
Vậy AB =-~2AC. Do đó ba điểm A, B, C thẳng hàng. 


BÏ' vi dụ 2. Cho A( ; 4), B(2 ; 5). Tìm x để điểm C(_7 ; x) thuộc đường thẳng AB. 
GIẢI 
Điểm C thuộc đường thẳng AB khi và chỉ khi : ba điểm A, B, C thẳng hàng 
© AC =kAB. 
Ta có AB = (—1; 1), AC =(~10; x— 4). 


AC= KAB @ “TS ~ 4 


=x—-4=10—x= l4. 
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ÉEl' ví dụ 3. Cho bốn điểm A(0 ; 1), B(1 ; 3), C(2 ; 7), D(O ; 3). Chứng minh hai 
đường thẳng AB và CD song song. 
GIẢI 
AB =(1;2), CD =(—2; -4). Vậy CD =~2AE. Do đó hai đường thẳng AB 
và CD song song hoặc trùng nhau. 


Ta có AC =(2;6), mà AB = (1 ; 2). Vậy hai vectơ AC và AB không cùng 
phương. Do đó điểm Œ không thuộc đường thẳng AB. Vậy AB //CD. 


uø VẤN đề 7 


Tính toạ độ trung điểm của một đoạn thẳng, toạ độ của trọng tâm một 
tam giấc 

1. Phương pháp 

Sử dụng các công thức sau : 


'e Toạ độ trung điểm của một đoạn thẳng bằng trung bình cộng các toạ độ 
tương ứng của hai đầu mút. 


e Toạ độ của trọng tâm tam giác bằng trung bình cộng các toạ độ tương ứng 
của ba đỉnh. 


2. Các ví dụ 


ÑÏ vi dụ 1. Cho tam giác ABC với A(3 ; 2), B(—11 ; 0), C(5 ; 4). Tìm toạ độ 
trọng tâm G của tam giác. 


GIẢI 
Theo công thức toạ độ của trọng tâm tam giác ta có 
3—11+5 2+0+4 
X@= ——a—— ="Ì,3gE 3 =2 


EEl[' vị dụ 2. Cho tam giác ABC có A(1 ; ~1), B(6 ; ~3) đỉnh C trên Oy và trọng 
tâm G trên Ox. Tìm toạ độ của €. 
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GIẢI 
Vì Œ nằm trên Óy nên ta có C(0 ; y). Vì trọng tâm Ở nằm trên Óx nên ta có 
Ớ(x ; 0). Theo công thức toạ độ của trọng tâm tam giác ta có 


3q —~ 


Vậy C có toa độ là (0; 4). 


lá5 Ê Ví dụ 3. Cho A(-2 ; 1), B(4 ; 5). Tìm toạ độ trung điểm 7 của đoạn thẳng 
AB và tìm toạ độ điểm C sao cho tứ giác OACB là hình bình hành, O là 
gốc toạ độ. 


GIẢI 
Theo công thức toạ độ trung điểm ta có 
x= -214 _Ị, y= TỔ - 

2 2 
Vậy toa độ 7 là (1 ; 3) (h.1.33). 
Tứ giác OACZ là hình bình hành khi và 
chỉ khi 7 là trung điểm của ÓC. Do đó 


3. 


*C +0 


=l—xe= 2. ` Hình 1.33 
2 


ÀC +0 
2 


Vậy toa độ C là (2 ; 6). 


=3—yc=Ó6. 


C._ CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 
1.36. Viết toạ độ của các vectơ sau : 
a=2i1+3j ; b=-i-5j; c=3ï ; ả=-2j. 
1.37. Viết vectơ w dưới dạng ¿= xỉ+ y/ khi biết toạ độ của w là: ˆ 
(2; 3), (1; 4),(2; 0), (0; ~1), (0; 0). 
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1.38. 


1.39. 


1.40. 


1.41. 


1.42. 
1.43. 
1.44. 


1.45. 


1.46. 


1.47. 
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Cho z =(1 ;-2), b =(0; 3). Tìm toạ độ của các vectơ 


x=a+b, y=a-b, z=3a~4b, 

Xét xem các cặp vectơ sau có cùng phương không ? Trong trường hợp cùng 
phương thì xét xem chúng cùng hướng hay ngược hướng. 

a) a =(2;3), b =(—10;—15). b) „ =(0;7), v =(0; 8). 
c)m =(~2; 1), n =(-6; 3). đ)e =(3;4), 4 =(6; 9). 

e) e =(0;5), ƒ =; 0). 

a) Cho A(-1 ; 8), B(1 ; 6), CQ ; 4). Chứng minh ba điểm A, B, C thẳng hàng. 


b) Cho A(I1 ; 1), 8@ ; 2) và Cựn + 4 ; 2m + 1). Tìm m để ba điểm A, B, C 
thẳng hàng. 


Cho bốn điểm A(—2 ; —3), B@ ; 7), C(0 ; 3), D(-4 ; —5). 

Chứng minh rằng hai đường thẳng AB và CD song song với nhau. 

Cho tam giác ABC. Các điểm M(I ; 1), N€ ; 3), P(0 ; —4) lần lượt là trung 
điểm các cạnh BC, CA, AB. Tính toạ độ các đỉnh của tam giác. 

Cho hình bình hành ABC?D. Biết A(2 ; -3), B(4 ; 5), C(O ; —1). Tính toạ độ 
của đỉnh D. 


Cho tam giác ABC có A(-5 ; 6), B(—4 ; —1), C(4 ; 3). Tìm toạ độ trung điểm 
ï của AC. Tìm toạ độ điểm D sao cho tứ giác ABCD là hình bình hành. 

Cho tam giác ABC có A(—3 ; 6), B(9 ; —10), C(—5 ; 4). 

a) Tìm toạ độ của trọng tâm Ở của tam giác ABC. 

b) Tìm toạ độ điểm D sao cho tứ giác BGCD là hình bình hành. 


Cho tam giác đều ABC cạnh z. Chọn hệ toạ độ (Ó ; Ũ j), trong đó Ó là 
trung điểm của cạnh BC, P cùng hướng với ÓC, j cùng hướng với ÓA. 

a) Tính toạ độ của các đỉnh của tam giác ABC. 

b) Tìm toạ độ trung điểm E của AC. 

c) Tìm toạ độ tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. 

Cho lục giác đều ABCDEF. Chọn hệ toạ độ (Ó ; B Dì trong đó Ó là tâm 
của lục giác đều, hai vectơ ¡ và OD cùng hướng, j và EC cùng hướng. 
Tính toạ độ các đỉnh của lục giác biết độ dài cạnh của lục giác là 6. 


1.48. 


1.49. 


1.50. 


1.51. 


1.52. 


1.53. 


1.54. 


1.5. 


1.56. 


CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP ÔN TẬP CHƯƠNG I 


Cho hình bình hành ABCD tâm Ó. Gọi M và N lần lượt là trung điểm của 

AD và BC. Dựa vào các điểm A, B, C, D, Ó, M, N đã cho hãy : 

a) Kể tên hai vectơ cùng phương với AB , hai vectơ cùng hướng với AB : 
hai vectơ ngược hướng với 4 (các vectơ kể ra này đều khác 0 ). 


b) Chỉ ra một vectơ bằng vectơ 4Ó, một vectơ bằng vectơ ÓB. 


Cho hình bình hành ABC?D. Gọi E và Ƒ lần lượt là trung điểm của hai cạnh 
AB và CD. Nối AF và CE, hai đường này cắt đường chéo BD lần lượt tại M⁄ 


và N. Chứng minh DÀM = MN =NB. 


Cho hai hình bình hành ABCD và ABEF với A, D, F không thẳng hàng. 


Dựng các vectơ EH và FG bằng vectơ AD. Chứng minh tứ giác CDGH là 
hình bình hành. 


Cho bốn điểm A, 8, C, D. Tìm các vectơ : 


a) u=AB+DC+BD+CA ; b) v=AB+CD+BC+DA. 


Cho lục giác đều ABCDEF và M là một điểm tuỳ ý. Chứng minh rằng : 


—=——_—- —  __  — — ——+ 


MA+MC+ME= MB+MD+MF. 


“Cho tam giác ABC. Tìm điểm AM thoả mãn điều kiện MA— MB+ MC =0. 


Cho tam giác ABC có trung tuyến AM. Trên cạnh AC lấy hai điểm E và F 
sao cho AE = EF = FC, BE cắt ưung tuyến AAƒ tại N. Tính 


AE+AF+AN+MN. 

Cho hai điểm A và B. Điểm M thoả mãn điều kiện |MA + MB|=ÌMA - M8Ì. 
Chứng minh rằng OM = 2AB, trong đó Ó là trung điểm của Aÿ. 

Cho tam giác ABC và một điểm M tuỳ ý. Chứng minh rằng vectơ 


y=MÁ+ MB—2MC không phụ thuộc vào vị trí của điểm Mí. Hãy dựng 
điểm Ð sao cho CD =v. 
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1.57. Cho tam giác ABC. Gọi M, N, P là những điểm được xác định như sau : 
MB=3MC, NC=3NA, PÄ=3PB. 
-a) Chứng minh 2OM = 30C -OB với mọi điểm Ó. 
b) Chứng minh hai tam giác ABC và MNP có cùng trọng tâm. 
1.58. Cho hình vuông. ABCD, E là trung điểm của CD. Hãy phân tích AE theo 


¬ 


hai vectơ w AD, )=AB. 


1.59. Cho các điểm A, B, C trên trục (Ø ; é) có toạ độ lần lượt là 5 ; -3 ; -4. 


Tính độ đài đại số của AB, BA, AC, BC. 


1.60. Cho hình thoi ABCD tâm O có AC = 8, BD = 6. Chọn hệ toạ độ (Ó; ¡, j) 
sao cho ¡ và ÓC cùng hướng, j và ÓB cùng hướng. 
a) Tính toạ độ các đỉnh của hình thoi ; 
b) Tìm toạ độ trung điểm 7 của BC và trọng tâm của tam giác ABC ; 
c) Tìm toạ độ điểm đối xứng / của 7 qua tâm Ó. Chứng minh A, /, D thẳng hàng ; 
đ) Tìm toa độ của vectơ AC, BD, BC. 


CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM 


1.61. Chọn khẳng định đúng : 
(A) Hai vectơ có giá vuông góc thì cùng phương ; 
(B) Hai vectơ cùng phương thì giá của chúng song song ; 
(C) Hai vectơ cùng phương thì cùng hướng ; 
(D) Hai vectơ cùng ngược hướng với vectơ thứ ba thì cùng hướng. 


1.62. Nếu hai vectơ bằng nhau thì chúng 
(A) có độ dài bằng nhau ; (B) cùng phương ; 
(C) cùng điểm gốc ; (D) cùng hướng. 
Hãy tìm khẳng định sai. 
1.63. Số các vectơ có điểm đầu và điểm cuối là 2 trong 6 điểm phân biệt cho 
trước là 
(A)12; - 21; (@ 27; (D) 30. 


1.64. 


1.65. 


1.66. 


1.67. 


1.68. 


1.69. 


1.70. 


1.71. 


Số các vectơ có điểm đầu là một trong 5 điểm phân biệt cho trước và có 
điểm cuối là một trong 4 điểm phân biệt cho trước là 


(A)20; (B)10; + (Q9; (D) 14. 
Chọn khẳng định đúng trong các hệ thức sau : 

(A) AB+ AC = BC ; (B) MP+NM=NP ; 
(C) CA+ BA =CB ; (D) AA+ BB = AB. 


Cộng các vectơ có cùng độ dài bằng 5 và cùng giá ta được kết quả sau : 
(A) Cộng 5 vectơ ta được kết quả là 0 ; 

(B) Cộng 4 vectơ đôi một ngược hướng ta được 0 ; 

(C) Cộng 121 vectơ ta được 0 h 

(D) Cộng 25 vectơ ta được vectơ có độ dài là 10. 


Hãy chọn khẳng định đúng. 

Chọn đẳng thức đúng : 

(A) AB~AC = BC ; (B) AM+ BM = AB 
(C) PM-PN =NM ; (D) AA- BB= AB., 


Nếu z và Ð là các vectơ khác 0 và z là vectơ đối của b thì chúng 
(A) cùng phương ; (B) cùng độ dài ; 

(C) ngược hướng ; (D) có chung điểm đầu. 

Hãy chọn khẳng định sai. 


=—-_ —— —- _—: 


(A) ME; — (B)MN; (C) PR ; (D) MP. 
Cho tam giác đều AĐ8C. Hãy chọn đẳng thức đúng 

(A) AB=AC ; (B) lAB| =|AcÌ ; 

(C) AB+ BC =CA ; (D) A8- BC =Õ. 


Cho hình bình hành ABCD tâm O. Tìm khẳng định sai trong các khẳng 
định sau : 


(A) AB+AD=AC ; (B) A8-AD= DB ; 
(CO AO= BÓ ; (D) OA+OB=CB. 
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1.72. 


1.73. 


1.74. 


1.75. 


46. 


Cho Ở là trọng tâm của tam giác ABC và ï là trung điểm của BC. Hãy chọn 
đăng thức đúng : 


(A) GA=2GI ; 
(B) GB+ŒC =2Gï ; 
(C) 6 =3 AI: 


(D) GẢ= SAl. 


Cho tam giác ABC, E là điểm trên cạnh BC sao cho BE = ~BC . Hãy chọn 
đẳng thức đúng : 
(A) AE =3AB+4AC ; 
(B) AE=2LAB+ LAC ; 
4 4 
(Œ) AE=—AB——AC ; 
3 5 
(D) AE=—AB+—AC. 
4 4 


Cho tam giác ABC và 7 là trung điểm của cạnh BC. Điểm Ở có tính chất 
nào sau đây thì Ở là trọng tâm của tam giác ABC : 

(A) GA = 2GI ; 

(B) AG+BG+CG =0 ; 

(C GB+G€ =2GI ; 

(D) GI= gÁI ? 


'Cho ø =(1;2), b =(2;3), e =(—6; ~10). Hãy chọn đẳng thức đúng : 


_(A) a+b và c cùng hướng ; 


(B) a+b và a—-b cùng phương ; 
(© a—b và e cùng hướng ; 


(D) a+b và c ngược hướng. 


1.76. 


1.77. 


1.78. 


1.79. 


1.80. 


1.81. 


Cho ba điểm A(0 ; 3), B(1 ; 5), C(—3 ; -3). Chọn khẳng định đúng. 
(A) A, B, C không thẳng hàng ; 

(B)A,B, C thẳng hàng ; 

(C) Điểm B ở giữa A và C ; 

(D) AB và AC cùng hướng. 

Cho tam giác ABC có A(I1 ; -3), B2 ; 5), C(0 ; 7). Trọng tâm của tam giác 
ABC là điểm có toạ độ : 

()@;5); 

()(1; V2); 

(3; 0); 

q@)(1; 3). 


Cho hai điểm A2 ; -5), B(1 ; 7). Chọn khẳng định đúng : 
(A) Trung điểm của đoạn thẳng 4Ø là điểm (4 ; 2) ; 

(B) Toạ độ của vectơ AB là (2; ~12) ; 

(C) Toạ độ của vectơ 4B là (~2; 12); 

(D) Trung điểm của đoạn thẳng 4ð là điểm (2 ; —1). 


Cho a =(2; —4), b = (—5 ; 3). Toạ độ của vectơ u=2a—b là 


(A) w =(1;-7); 
(B) „ =(9;-11); 
(© w =(9;5); 
(D) ø =(-1; 5). 


Cho M(I ; —1), NÓ ; 2), P(0 ; —5) lần lượt là trung điểm các cạnh 8C, CA 
và AB của tam giác ABC. Toạ độ của điểm A là 


(A)@;-2); (ŒB)G;1); 

(Q (45 ;0); (D)@2; X2). 

Cho hình bình hành ABCD có A(—2 ; 3), B(0 ; 4), CQ ; —4). Toạ độ đỉnh D là 
(A) J7 ;2); (B) (3; -5) ; 

(C(3;7); (D) (3; 42). 
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1.82. 


1.83. 


1.84. 


1.85. 
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Cho M(Š ; -3). Kẻ MM, vuông góc với Ox, MM; vuông góc với Óy. Khẳng 
định nào đúng ? 


(A) OM, =-5; 
() OM, =3; 
(C) OM, ~OM, có toạ độ (~5 ; 3) ; 
(D) OM, +OM, có toạ độ (5 ; —3). 


Cho bốn điểm A(0; L), 8(—1 ; -2), C(1 ; 5), 2(—1 ; —1). 

Khẳng định nào đúng ? 

(A) Ba điểm A, B, C thẳng hàng ; 

(B) Hai đường thẳng AB và CD song song ; 

(C) Ba điểm A, B, D thẳng hàng ; 

(D) Hai đường thẳng AD và BC song song. 

¡ và j là hai vectơ đơn vị của hệ trục toạ độ (Ó ; Ũ j. Toạ độ của vectơ 
2i+ /j là 

(A)q;-2); 

(B)(3;4); 

(QO(2;; 

(Đ)(0; v3). 

Cho tam giác ABC trọng tâm là gốc toạ độ, biết toạ độ hai đỉnh là A(—3 ; 5), 
B(0; 4). Toạ độ của đỉnh C là 

(A)C5;D; 

(B@;2); 

()(3;—9); 

(D) (5 ;0). 


141. 


1.2. 


1.3. 


1.4. 


HƯỚNG DẪN GIẢI VÀ ĐÁP SỐ 
§1. CÁC ĐỊNH NGHĨA 
a) Với hai điểm A, B có hai vectơ AB, BA ' 


—_ — — — c—— -—- 


b) Với ba điểm A, B, C có 6 vectơ AB, BA, AC, CA, BC, CB ; 
c) Với bốn điểm A, B, Œ, D có 12 vectơ (học sinh tự liệt kê). 


B l®) 
BC = AD, CB = DA, 
AB = DC, BA = CD, 
OB = DO, BO=OD, 
AOØ=ÓC, CO =ÓA (h.1.34). 
A D 
Hình 1.34 


MN = PQ và MN // PQ vì 
chúng đều bằng SÁC và đều 
song song với AC (h.1.35). 


Vậy tứ giác MNPO là hình 
bình hành nên ta có 


NP=MQ, PQ=NM. 


Hình 1.35 


MN JJ BC và MN = - BC, A 


hay [NMÌ= la (h.1.36). 


—= —N M 
Vì MN // BC nên NM và BC cùng phương. 


Hình 1.36 
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1.5. 


1.6. 


1.7. 
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— — B 
Tứ giác ABCD có AB=DC. nên Ạ 

AB = DC và AB /! DC. Do đó ABCD 

là hình bình hành, suy ra 

AD = BC (h.1.37). 


Hình 1.37 


a) Nếu 4B và AC cùng hướng và |AB|>|AC| thì điểm C nằm giữa hai 
điểm A và B (h.1.38) : 
A C B 


———*—e— 


Hình 1.38 


b) Nếu AB và ÁC ngược hướng thì điểm A nằm giữa hai điểm 8 và C 
(h.1.39): 


C A B 


———<————>—— 


Hình 1.39 


, ©) Nếu AB và AC cùng phương thì chúng có thể cùng hướng hoặc ngược 


hướng. 

Trường hợp 4 và ÁC cùng hướng : 

~ Nếu FP) > lacl thì C nằm giữa A và B. 

~ Nếu [AB| < [AC| thì B nằm giữa A và C. 

Trường hợp 4B và AC ngược hướng thì A nằm giữa B và C. 


Tacó AM = BA 

NP = DC = AB (h.1.40). 

Suy ra AM = NP và AM // NP. Vậy 
tứ giác AMNP là hình bình hành. 
Ta có Po =BC 

MN = DA=CB Hình 1.40 


4- BTHH10 -B 


1.8. 


1.9. 


1.10. 


1.13. 


1.14. 


suy ra PQ = MN và PQ /IMN. S ng tứ ứ giác MNPO là hình bình hành. (2) 


- Từ (1) và (2) suy ra A = @ hay. AQ= 


§2. TỔNG VÀ HIỆU CỦA HAI VECTƠ 


AB+ BC +CD+ DE = AC+CD+ DE = AD+ DE = AE. 


AB-CD=AC-BD © AB+BD=AC+CD © AD=AD. Như vậy hệ 
thức cần chứng minh tương đương với đẳng thức đúng. 


a) OA+OB=0 = OB=~ÓA —= OB = OA, ba điểm A, O, B thẳng hàng và 
điểm Ó ở giữa A và B. Suy ra Ó là trung điểm của AB. 


b) OA+AB=0 => OB =0 >B=O. 


._ Trong tam giác đều AĐØC, tâm Ó của đường tròn ngoại tiếp cũng là trọng 


tâm của tam giác. Vậy OA+OB+OC =0. 
OA+OB+O€+OD = (OA+O€)+(OB+@D)=0+0=0. 


FM /J BE vì FM là đường trung bình 
của tam giác CEB. 

Ta có EA = EF. Vậy EN là đường 
trung bình của tam giác AFM. Suy 
ra N là trung điểm của AM. Vậy 
NA=—NM (h.1.41). 


Hình 1.41 


a) MA- MB = BA c BA = BA. Vậy mọi điểm M đều thoả mãn hệ thức a). 


b) MA- MB = AB © BA = AB c A =B, vô lí. Vậy không có điểm ẤM nào 
thoả mãn hệ thức b). 


c) MA+ MB =0 © MA =—MB. Vậy M là trung điểm của đoạn thẳng AB. 
Vẽ hình bình hành CADB. Ta có CÁ +CB =CD, 
do đó |CA + CBỈ = 
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1.16. 


1.17. 


1.19. 
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— SỐ ¬ D 
Vì CA~CB = BẢ, do đó |CA — CB| = BA. 
Từ |CA + Cẽl = lCA- CBÏ SUY ra w 
CD = AB (h.1.42). 
Vậy tứ giác CADB là hình chữ nhật. Ta NV 
có tam giác ACð vuông tại C. 

C B 

Hình 1.42 


—- —_— -__-  —— =—. -  —. 


AB+ BC +CD = AE~ DE œ AC+CD = AE+ED œ AD = AD. 


OA+OB=ÓC trong đó OACB là hình bình hành. ÓC là phân giác góc 
AOB khi và chỉ khi OACB là hình thoi, tức là OA = OB. 


h+h =OA lx 


> 


|F.+F;| =ØA = 100/3. 


Vậy cường độ của hợp lực là 
100.3 N (h.1.43). 


1Ñ 


Hình 1.43 
(Xem h.1.44) 


a) AB =OB-OA 
DC =OC-~O0D. 


M 
Vì AB =DC nên ta có OB—OA =OC —-OD. Na 
Vậy OB+OD =OA+ÓC. TÀ 


b) Tứ giác AMOE là -_ hình bình 

hành nên ta có ME = MA+MO () 
Tứ giác OFCN - là hình _bình D N C 
hành nên ta có FN= FO+FC ˆ (2) 


Từ (1) và (2) suy ra ME + EN = MA+ MO + FO+ FC 


Hình 1.44 


= (MA+ FO)+(MO+ FC) = BẢ + BC = BD 
(vì FO= BM, MO = BE). | 
Vạy BB= MÉ+EFN. 


§3. TÍCH CỦA VECTƠ VỚI MỘT SỐ 


120. a)m =1; b)m=-—l; c)ưm =4; 
đ)m= S. : e)m=0; ø) Không tồn tại ; 
h) Mọi giá trị của mm đều thoả mãn. 
1.21. a) a=b => |zÌ = l3 và 4, b cùng hướng. Ta có lmal = lmil5], lmø| = lmilli, 
do đó Ìma| = |mbi. 
ma và mb cùng hướng. Vậy ma = mb. 
b) ma =mb = lma| = |møi = |z| =|sl vìm 0; 
ma và mb 'cùng hướng > a và b cùng hướng. 
Vậy a=b, 
c)ma =ng => lmal = |»aÌ = |m| =|n| vì a z 0 : 
ma và na cùng hướng => mm và n cùng đấu. 
Vậy m = n. 


1.22. 4+a+..+2=(1+1+..+1)a =na. 


123. GA+GB+GC =0 
© GA +2G¡ = 0 (J là trung điểm của BC) 


© GA =~2GI. 
“Từ đó suy ra ba điểm A, G, 7 thẳng hàng, trong đó GA = 2G1, G nằm giữa A : 
và Ï. 


Vậy Ơ là trọng tâm của tam giác ABC. 
1.24. Gọi Ở và Œ' lần lượt là trọng tâm của hai tam giác ABC và A 'B'C”. Ta có. 
AAÌ =AG +GGÌ + GA 
CC =CG +GG' + ŒC. 
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Cộng từng vế của ba đẳng thức trên ta được 
AA'+ BB'+CC' = 3GG'. 
Do đó, nếu AA'+ BB'+CC' =0 thì GG =0 hay G = Ớ. 
IS” Cứ ý : Từ chứng minh trên cũng suy ra rằng nếu hai tam giác ABC và 
AB 'C' có cùng trọng tâm thì AA + BB + CC” =0. 


1.25. (Xem h.1.45) 


- A 
2a C 
—y _ ] _ 
OC =-a+—b 
2 
©) 
a) 
Hình 1.45 
Hãy tự vẽ trường hợp a— 2Ù. B——c 


a) AD=2AO=2(AB+ AF) =2AB+2AF. A p 
b) LAB+ LB€ =+(AB+ BC) = LAC \ÈN/ 
2.2 2 2 


"`". 


3 
? 2 Hình 1.46 
1.27. Gọi E, F lần lượt là trung điểm của AB, AC. (h.1.47) 
Ta có tứ giác AFME là hình bình hành nên AM = AE + AF 
b 
2 


1— 1— 
= —AB+—AC 
2 
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1.28. 


1.29. 


1.30. 


Có thể chứng minh cách khác như sau : 


A 
Vì M là trung điểm của BC nên 2 AM = AB+ AC 
— lI— — E F 
hay AM = ~(AB+A€) 
lI— 1— ; ` 
2 : M 


Hình 1.47 


AK = (AM +AN) 
-ủ 28+ 2A€) 
2\2 3 
B 


=+AB 3 Hình 1.48 


(Xem h.1.49) 
a) BC = CÁ = tứ giác ACBC' là hình bình hành > AC =CB. 


— — —— — — ¬ 


AB + AC = BC +CB = BB =0 — A là trung điểm của BC '. 


b) Vì tứ giác ACBC” là hình bình hành vã ẠA gB 
nên CC” chứa trung tuyến của tam giác ` 
ABC xuất phát từ đỉnh C. Tương tự 
như vậy với AA ”, BB'. Do đó AA”, BB', ầ C 
CC' đồng quy tại trọng tâm Ớ của tam 
giác ABC. 

A' 


(Xem h.1.50) Hình 1.49 


a) BỈ =BA+Al = -AB+2 AC. 


A 
b) “ 0Ì =3 | ~AB+ TÁC | = =-2AB+LA€. 
3 4 3 2 
=t 2 . 
Vậy BỊ =; Bì, Suy ra ba điểm 1 
B, J, 1 thẳng hàng. 
B C 


Học sinh tự dựng điểm J. Hình 1.50 


1431. MA+MC=2MO (vì O là trung điểm củaAC 8 C 


MB+ MD =2MO (vì O là trung điểm của BD). SN 2 
Vậy MA+ MB+ MC + MD =4MO (h.1.51). 


A D 


¬ — — — Hình 1.51 
132. /JJ=!IA+AB+BJ 


JJ =IC+CD+ DJ (h.1.52). 
Cộng từng vế hai đẳng thức trên ta được 


217 =(IA+ IC)+ AB+CD + (BJ + DJ) = AB+CD. 
B 


Hình 1.52 - 


1.33. Gọi G là trọng tâm của tam giác ANP. Khi đó GA+GN +GP =0 (h.1.53). 
Ta có GC +GM + GỌ = GA + AC +GN +NM +GP + PO 
= (GA+GN+GP)+ AC+(NM+PQ) 
= AC+CA=0 


(vì NM=2.CA, PÓ=2 CÁ nên NM+PQ =CA). B 


Vậy GC+GM +GQ=0 


Suy ra Ở là trọng tâm của tam giác CMO. 


Hình 1.53 
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1.34. 


1.35. 


(Xem h.1.54) 

a) KA+2KB =CB 

© KA+2KB =KB- KC 

mm KA+ KB+ KC =0 

© K là trọng tâm của tam giác ABC. 


b) MA+ MB+2MC =0 


© 2MI +2MC =0 ( là trung điểm của AB) 
hay Mĩ + MC =0 © M là trung điểm của /C. 


(Xem h.1.55) 


a) Vì AD là đường kính của đường tròn tâm Ó nên 8D L AB, DC L AC. 
Ta có CH L AB, BH L AC nên suy ra CHÍ // BD và BH // DC. 


Vậy tứ giác HCDB là hình bình hành. 


b) Vì O là trung điểm của AD nên #A + ID =2HO 


Hình 1.54 


q) 


Vì tứ giác HCDB là hình bình hành nên ta có B+ HC = HD. Vậy từ (1) 


Suy ra 
HẢÃ+ HB + HC =2HO (2) 


Theo quy tắc ba điểm, từ (2) suy ra 


HO+OA +HO+OB+ HO+ÓC =2H0. 


Vậy OA+OB +ÓOC =OH. (3) 


c) G là trọng tâm của tam giác ABC. 

Ta có OA+ÓB +ÓOC =306. 

Từ (3) suy ra OH =3ÓG. Vậy ba điểm 
O, H, G thẳng hàng. 

Trong một tam giác trực tâm H, trọng 
tâm Ớ và tâm đường tròn ngoại tiếp Ó 
thẳng hàng. : 


Hình 1.55 
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§4. HỆ TRỤC TOA ĐỘ 


1436. a =(2;3), ö=[ s3) P SG:0~d =(0;-—2). 


137. w =(2;-3)—= u=2ï—3j 
=(-1;4)—= w=—Ì+4j 
2;00= #= 2 
0;-1)= „ 


0;0)=> = 0ï+0/= 0. 


=8! &8L RE!) EBỈ 


lI 


_ 


138. x =(1;1), y =(1;-5), z =(3;-I18). 


1 


lơ 
G2 
© 
® 
`= 


ngược hướng ; 


Œ 
~ ` 


ai 


cùng hướng ; 


©® 


cùng hướng ; 


= 
vn sIE 
—L AI s;, šSI Si 


ông cùng phương ; 


®t! OINỊ 


kh 
không cùng phương. 
140. a) AB =(2;-2), AC = (4; -4). 

Vậy AC =2AB =› ba điểm A, B, C thẳng hàng. 

b) AB =(2; 1), ÁC =ứn+3; 2m) 

Ba điểm A, B, C thẳng hàng > TS =“ ©m=]. 

. — “—. 4— “— 
1AI. AB =(Š; 10), CD = (—4; -8). Ta có CD= —4AB, vậy hai đường thắng 


AB và CD song song hoặc trùng nhau. 


Ta có ÁC = (2;6)và AB không cùng phương vì š z TS 


Vậy AB//CD. 
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1.42. 


1.43. 


1.44. 


MN =(1;2) 
PA =(x,;y, +4) (h.1.56). 
(xx;y„ +4) ( ) : N 
—. — Ố x„ =1 
Vì PA=MN suy ra 
y+4=2 
B M C 


X„ =] 
—> › 
y.= —2, Hình 1.56 


Xp= ¬] Xc= 
Tương tự, ta tính được và 

yp =-6 vẹ =8. 
Vậy toạ độ các đỉnh của tam giác là A(1 ; -2), B(—1 ; —6) và CQ ; 8). 


BA =(-2;—§) 
CD =(zx,;y, +1). Vì BA=CD nên 


p*”b kẻ C 
X„ =-2 X_ =-~2 
D - D 
yp†+l=-8 - |yp =—9. 
Vậy toạ độ đính D là (—2 ; —9) (h.1.57). 
A D 


Nhận xét : Ta có thể tính toạ độ đỉnh D 


dựa vào biểu thức BD = BA + BC. Hình 1.57 ¬ 


Gọi 7 là trung điểm của AC. 
_ S+4_ 1, 6+3_9 


% ; 
l 2 21312 ”2 
Tứ giác ABCD là hình bình hành © / là trung điểm của BD. 


| —» 4=-I P 2 
*a-4=- 
Vậy ? _= p 
p1 _9 Xp~1=9 h 
: 2 2 
xa=3` 
nh 


Vậy toạ độ đỉnh D là (3 ; 10) (h.1.58). Hình 1.58 


1.45. 


1.46. 


1.47. 
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_—3+9-5_],, A 


G3 3” 

Y -6=!9† 4 —0 (n.1.59) 

Tứ giác BGCD là hình bình hành 

thì toạ độ điểm D là ĐT: -6] B I C 
Hình 1.59 

(Xem h.1.60) 


a) A|o: SẺ) K) dễ: 
2 2 2 

bị c[4, 43 
4` 4)" 


c) Tâm đường tròn ngoại tiếp tam. 
giác đều trùng với trọng tâm của 


tam giác dị: ; | 


Hình 1.60 


A(-6 ; 0), D(6 ; 0), 8-3 ; 343), C@ ; 33), F(-3 ; -33), EQ ; -343) 
(h.1.61). | 
Người ta có thể nhận xét về tính đối xứng của các đỉnh qua tâm Ó hoặc qua 
các trục Óx, Óy để tìm toạ độ các đỉnh của lục giác đều. 


Hình 1.61 


1.48. 


1.49. 


1.50. 


CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP ÔN TẬP CHƯƠNG I 


(Xem h.1.62) 
a) Hai vectơ cùng phương với AB là MO, CD ; 
Hai vectơ cùng hướng với AB là ON, DC ; 
Hai vectơ ngược hướng với AB là OM ; NÓ. 
b) Vectơ bằng MO là ÓN ; /7\ 
Vectơ bằng OB là DỐ. 
Hình 1.62 
AECF là hình bình hành  EN // AM 


E là trung điểm của AB > N là trung điểm của BM, do đó MỊN = NB. 
Tương tự, M là trung điểm của DN, do đó DM = MN. 


Vậy DM =MN =NB (h.1.63). 
A E B 


` —Z 
LÀN 


D F C 
Hình 1.63 
EH =AD, FG = AD => EH = FG D C 


— tứ giác FEHG là hình bình hành.  Z 
= GH =FE (h.1.64).. () 8 
Ta có DC = AB, AB = FE / 


= DC =FE. (2) €6 
Từ (1) và (2) ta có GH = DC. 


Vay tứ giác GHCD là hình bình hành. F E 
Hình 1.64 
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¬ — — — — 


1.51. a) = AB+DC+BD+CA = (AB+BD)+(DẺ+CẢ) = AD+ DÁ= AÄ=0. 
b) »y = AB+CD+BC+ DA = (DA+AB)+(BC +CD) = DB+ BD = DD =0. 
1.52. Gọi Ó là tâm lục giác đều. Khi đó Ó B C 


là trọng tâm của các tam giác đều 
ACE và BDF (h.1.65). 


Do đó, với mọi điểm M ta có 


. TT A D 
MA+ MC + ME =3MO 
MB+MD + MF =3MO 
Vậy ta có đẳng thức cần chứng minh. F 
—- —. —— ¬ — —— Hình 1.65 
1.53.  MA—- MB+ MC =0 <> BA =CM (h.1.66). 
M là đỉnh của hình bình hành ABCM. 
L P M 
B C 


Hình 1.66 
1.54. Tacó AE=FC (h.1.6?). 
Vì ME // BE nên N là trung điểm của AM, suy ra AN + MN =0. 
Do đó AE+AF+AN+MN = AF+FC = AC. 
A 


B M C 
Hình 1.67 
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1.5S. 


1S 


1.56. 


1.57. 


MA + MB =2MO = |MA + MBÌ =2MO 

MA - MB = BẢ =› ÌMA - MẺÌ = AB (h.1.68). Ngư 
l 

Vậy 2MO = AB hay OM = Pu ® 


Chú ý. Tạp hợp các điểm M có tính 
chất [Ma + MB = [MA- MB là đường Hình 1.68 
tròn đường kính A. 
v=MA+MB-2MC 
= 2ME ~2MC (E là trung điểm cạnh AB) 
= 2(ME - MC) =2CE. 
Vậy y không phụ thuộc vị trí của điểm M. 
CD =v=2CE thì E là trung điểm của CD. Vậy ta dựng được điểm D. 


(Xem h.1.69) 
a) 302C ~OB = 3OM + MC)—(OM + MB) 
= (0M ~OM)+ (3MC - MB) = 2OM. 
b) Gọi Š, Ợ và Ẩ lần lượt là trung điểm của BC, CA và AB. 
MB= 3MC => CM = $C 
N€ =3NA => AN =CQ 
PA=3PB = BP = RB = QS. 
Gọi G là trọng tâi tâm của tam giác 
ABC thì GA+GB+GC =0. 
Ta có 
GM +GN +GP = 
= GC+CM+GÄ+ AN +GB+ BP 
= (GA+GB+GC€)+(SC+CQ+@S) 
= 0+0=0. 
Vậy G là trọng tâm của tam giác MNP. 


Hình 1.69 
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$ 


Gọi Ƒ là trung điểm của cạnh AB. Ta có A F.v 8 


AE=AD+AF = H+Y, 


Vậy AE =w+Sv(h.10) U 
D E —€ 
— — — —= Hình 1.70 
1.59. AB =—8, BA =8, AC =-—9, BC =-—]. 
1.60. (Xem h.1.71) 
a) A(-4; 0), C(4 ; 0), 8; 3), DO; -3). 
b) /(2; S) G0; 1). 
3 
€)ƒ(-2 ;—— 
)Ứ( : ) 
T7 4c. 
AI TÔ Tu n AD =(4; -3). 
— — : D 
Vậy AD =2AI. Suy ra ba điểm A, 7“, D thẳng hàng. 
đ) 1s (§; 0), BD = (0; —6), BÉ e (4 ; —3). Hình 1.71 
CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM 
1.61. Chọn (D). 
1462. Chọn (C). 
1.63. Với mỗi cặp hai điểm ta có 2 vectơ. Vậy số các vectơ không thể là số lẻ. 
Với 6 điểm thì có nhiều hơn 6 cặp điểm khác nhau, nên số vectơ phải lớn 
hơn 12. 
Chọn (D). 
1.64. Chọn (A). 
1.65. Chọn (B). 


1.66. 


1.67. 

1.68. 
| 1.69. 
1.70. 
1.71. 


1.72. 


1.73. 


1.74. 
1.75. 


1.76. 
1.77. 


1.78. 
1.79. 


1.80. 
1.81. 


1.82. 


1.83. 
1.84. 
1.85. 


Tổng một số lẻ vectơ có độ dài bằng 5 và cùng giá không thể là vectơ- 
không. Chọn (B). 


Chọn (C). 
Chọn (D). 
Chọn (Bì). 
Chọn (B).. 
Chọn (C). 


GA và GI ngược hướng. Các cặp vectơ IG ; AI và GA, AI cũng ngược 
hướng. Chọn (B). 


Khi phân tích AE =wA4B+kAC thì hai số h, & không thể lớn hơn 1, không 
có số âm và không thể bằng nhau. Chọn (B). 


Chọn (Bì). 
Tính toạ độ của a+b và a—b. Ta thấy e =~2(a+b). Chọn (D). 
AB =(1;2), AC =(~3 ; =6). Chọn (B). 


Tổng ba hoành độ và ba tung độ của ba đỉnh đều khác không và toạ độ 
không thể là ^/2.. Chọn (D). 


Chọn (C). 

Chọn (Bì). | 

Kiểm tra đẳng thức PA = MN bằng toạ độ. Chọn (A). 

Kiểm tra đẳng thức BA =CD bằng toạ độ. Chọn (Bì. 

Khẳng định đúng là (D) vì OM =OM, +ØM, và toạ độ của # là toạ độ 
của vectơ OM. Chọn (D). 

Chọn (Bì. 

Nhận xét rằng toạ độ của 2i+ j không thể là số âm và số vô tỉ, Chọn (C). 


Tổng các hoành độ và tung độ của ba đỉnh phải bằng 0. Chọn (C). 
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Chương H 


TÍCH VÔ HƯỚNG CỦA HAI VECTƠ 
VÀ ỨNG DỤNG 


§1. GIÁ TRỊ LƯỢNG GIÁC CỦA MỘT GÓC 
BẤT KÌ TỪ 0° ĐẾN 1809 


CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ 

1. Định nghĩa : Với mỗi góc 
(0? < ø < 180”) ta xác định được 
một điểm Mí trên nửa đường tròn đơn 
vị (h. 2.1) sao cho xỚM = œ. Giả 
sử điểm M có toạ độ là M(%ọ ; yạ). 
Khi đó : 


(-1;0) Xe O ({1;0) x 


` Hình 2.1 
e Tung độ yạ của điểm XMƒ gọi là si cúa . m 
góc œ và được kí hiệu là sin# = yụ. 


e Hoành độ xạ của điểm M gọi là côsin của góc œ và được kí hiệu là cos# = xạ. 


2 x“ 3 F . ` ? “ ` “ . ` 
e TỈ số “? với %s # 0 gọi là tang của góc œ và được kí hiệu là 
_ %, 
0 
3 
tan œ= “9. 
%o 
T % ` 2 Z 
e TÍ số -2 với yọạ # 0 gọi là côtang của góc œvà được kí hiệu là 
70 
* 
cot ư= ~1. 
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2. Các hệ thức lượng giác 

a) Giá trị lượng giác của hai góc bù nhau 
sinø = sin (180 - ø) 
cosơ = —cos (180 — đ) 
tanø = —tan (1807 — Z) 


cotz = —cot (1807 — ø). 


b) Các hệ thức lượng giác cơ bản 
Từ định nghĩa giá trị lượng giác của góc ø ta suy ra các hệ thức : 


2 2 
 sin“œ+cos“ø = Ì; 


sinø COS Ø 
" = tanơ (øz z 90); - = cotz (œzz0°; 180); 

COSđ ` sin #4 

1 1 
Ñ cotz= —— ;, tanø = : 
tan ø COt đ 
1 
mi + tan “ø= 2Ì 1 +cotfz= 2" 
COS“ ở Sin“ 


3. Giá trị lượng giác của các góc đặc biệt 


Giá trị ¬ 
lượng giác 


COS Øđ 1 


lên 
s|& 


G7 


4. Góc giữa hai vectơ 

Cho hai vectơ a và b đều khác vectơ 0. Từ một điểm O bất kì ta vẽ 
OA=a và OB=b. Khi đó góc AOB với số đo từ 0° đến 180” được gọi là 
góc giữa hai vectơ a và b (h.2.2) và kí hiệu là (2,5). 


A 


“ 


B - 
Hình 22 ` 


B. DẠNG TOÁN CƠ BẢN 


Uuø VẤN đề † 


Tính giá trị lượng giác của một SỐ sóc đặc biệt 


1. Phương pháp. 
e Dựa vào định nghĩa, tìm tung độ yạ và hoành độ xạ của điểm M trên nửa 
đường tròn đơn vị với góc x@⁄ = ø và từ đó ta có các giá trị lượng giác : 
. 3o 
SỈ] Ø# = yo ¡ COSØ = xo ; tan#= —^ ; cot#= —~^: 
*Q 3g 
e Dựa vào tính chất : Hai góc bù nhau có sin bằng nhau và có côsin, tang, 
côtang đối nhau. 
2. Các ví dụ 
Bï ví dụ 1. Cho góc z= 1359. Hãy tính sinz, cosz, tanz và cotơ. 


GIẢI 
⁄2 


Tacó sin135°= sin(180?— 135) = sin45” = = : 


v2 


cos135 = -cos(180”— 135”) = —cos45” = —= 


, 
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sin1359 _ 
cos135° 
Dođó cot1352=-l1. 


tan135° = -1. 


EÏ ví dụ 2. Cho tam giác cân ABC có 8= =15°. Hãy tính các giá trị lượng 
giác của góc A. 
. GIẢI 
Ta có 4 =1809 —(8+€) = 1809 —30° = 1509. 


Vậy sinA = sin(180°~— 150) = sin30° = h . 


v3 


cos4 = -cos(180 — 150”) = — cos30° = _. 


sinl50° — A3 
anA = ——=——. 
cos1509 | 3 


Do đó cotA =—¬^/3. 


u8 VẤN đề 2 
" Chứng minh các hệ thức về giá trị lượng giác 
1. Phương pháp 


e Dựa vào định nghĩa giá trị lượng giác của một góc ø (0°< øz< 1809).' 


e Dựa vào tính chất của tổng ba góc của một tam giác bằng 1807. 


. z 4 - 1 sin ø 
e Sử dụng các hệ thức coSø + sin?ø= 1 ; tanœ = ;tanø = 


, 


coS ø CO 


2. Các ví dụ 


f Ví dụ 1. Cho góc z bất kì. Chứng minh rằng sin?ø — cosˆø = 2sin7ø —1. 
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GIẢI 


Cách 1. Ta có cos°ø = (cos?ø)Ÿ =(1-— sin œ3? =1-2sinŸ , 


œ+sm Ø. 


4 


.. sa 4 R 
Do đó sin œ— cos œ= 2sin°ø-— 1. 


Cách 2. Ta biết rằng sinỶøœ ~ cos°ø = (sinøœ+ cosˆ2)(sin”ø — cos?) 
= 1.[sin°ø-~ (1— sin?2)] 
= 2sin7ø - 1. 

Cách 3. Ta có thể sử dụng phép biến đổi tương đương như sau : 

sinÝø — cos°ø = 2sin?ø — l (*) 

= sin'ø — 2sin°ø +1—cos°z=0 

© (1 T—sin“ø)” — cos°øz = 0 

 cos°zT— cos” ø = 0. 


Vì hệ thức cuối cùng luôn luôn đúng nên hệ thức (*) đúng. 


# Ví dụ 2. Chứng minh rằng : 


a) 1+tanøz= ——— (với z# 900); 
COS“ ø 
L “ 
b) 1+ cot2z= (với œ # 0° ; 1809). 
;a2 
Sin“ ø 
GIẢI 
2 2 2 
2 sin“ø COS“# +sIn ø 1 
a)l+tanø=l+ =———xy“ 
: COS“đ - COS“Ø cos“ø 
2 2 2 
2 COS“Øđ sin“ø +co0S # 1 
sin“# sin“ø sin“ø 


ISSiÊ Ví dụ 3. Cho tam giác ABC. Chứng mình rằng : 
a) sin A = sin(B + ©) ; 
B+C ., 


b) cosÃ = sỉin 
. 2 2 


c) tan A = -tan (B + C). 
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GIẢI 
Vì 180° ~ 4= 8+ nên ta có : 
A) sin A = sin (180° - A) = sin (B + C); 


BC nan =90° (hai góc phụ nhau) ; 


A 
b) cos— =si 
2 sin 


c) tan A = -tan (180 - A) = -tan (B + C). 


u8 VẤN đề 5 


Cho biết một giá trị lượng giác của góc ø, tìm các giá trị lượng giác còn 
lại của œ 

1. Phương pháp 

Sử dụng định nghĩa giá trị lượng giác của góc ø và các hệ thức cơ bản liên 


hệ giữa các giá trị đó như : 
._2 2 Sinø cosø 
SInœ+cos“œ = Ï ; tanz= ;  COfŒ= : 
COS Ø sinøa 
1 +tanø= 2} 1+cotz= 
COS“Ø sin“ø 
2. Các ví dụ 


lấn § Ví dụ 1. Cho biết cosø = -ễ: hãy tính sinøz và tanz. 


GIẢI 


Vì  cosz<0nên 90°< øz< 180. Suy ra sinø > 0 và tanø < 0. 


: ¬ 2 
Vì sinz+cosz= l nên thay giá trị cos œ = 3 vào {a CÓ : 
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5 
Và Ssm#ø= —- 
Ạy 3 


Eƒ' ví dụ 2. Cho góc ø, biết 0° < ø < 902 và tanz = 2. 


Tính sinz và cos ø. 


GIẢI 


"` = „_ SIø ko: 
Theo giả thiết ta có : =2. Do đó sinø = 2cosơ. () 
COS 


Mặt khác ta lại có : sin"ø + cos”z= l. (2) 


Thay (1) vào (2) ta có : 4cos?ø + cos”ø = l 


lỆ 
©> 5cos”ø= 1 => cos ø= s 


tan 


Vì 0°< øz< 907” nên cosø > 0, do đó cosz = v5 


265 


CÓ SIn œ= ———. 


, mà sIinz = 2cosz nên ta 


ISSIÊ Ví dụ 3. Cho góc z, biết cosø = ¬ Hãy tính sin øz, tanø, cotø. 


GIẢI 


Ta có sinz= l— cos2z= l _ lồ sing = 1 (vì sinz> 0) 
25 25 h) 


I 
| 
U 
8. 
8 


=4, Do đó cotø = 3, 
5 3 4 


&f Ví dụ 4. Cho góc ø biết tanz = —2. Tính cosø và Sinz. 


GIẢI 


-_ Vì tanø = -2 < 0 nên 90°< øz< 180/, suy ra cosz < Ô. 
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: | 11 
nên COS“##Z ————z— ~ ~—, ~ 
cos“ơ 1+ tan“ø I+4 5 


Vì l+tanz= 


Vậy cosø = __E, 


v5 
2 _— 25. 


l 
Mặt khác sin ø= cosø: tan #= | ——= |.(~2) = =—— 
| [ N Ms 5 


Nhận xé:. Có thể dùng hệ thức sin“ø + cos”œ = 1 để tính sin ø như sau : 


sinz=1—cosz=1~ L =#. 

5_ 5 

Do đó sinz=-== (vì sim z> 0). 
J§ 5 


UR VẤN đề 4 


Cho biết một giá trị lượng giác của góc ơ, hãy xác định góc œ đó 


1. Phương pháp 
Sử dụng định nghĩa giá trị lượng giác của góc ø để dựng góc ø và trong một 
số trường hợp có thể sử dụng tỉ số lượng giác của góc nhọn để dựng góc ø. 


Tập sử dụng máy tính bỏ túi để xác định góc ø. 
2. Các ví dụ 
E# Ví dụ 1. Xác định góc nhọn ø biết sin ø = s: 
GIẢI 
Cách I. Trên trục Óy của nửa đường 
tròn đơn vị ta lấy điểm 7 = lo; 3) và 


qua đó vẽ đường thẳng đ song song với 
trục Óx (h.2.3). 


Hình 2.3 
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Đường thẳng này cắt nửa đường tròn đơn vị tại hai điểm M và N trong đó 
xOM là góc tù và xÓN là góc nhọn. Ta xác định được góc œ= xÓN có 
sinø = 3, 

5 A 


Cách 2. Ta dựng tam giác ABC vuông 
tại A, có AB = 3, BC = 5 (h.2.4). 
Ta có z= ACB vì sinACB = ^5 ~Š. B 5 Bo 
BC 5 
Hình 2.4 


Cách 3. Dùng máy tính bỏ túi (Casio fx-500MS). 


MOOE 
e Chọn đơn vị đo : Sau khi mở máy ấn phím nhiều lần để màn hình hiện 
lên dòng chữ ứng với các số sau đây : 


Deg Rad Gra 


Sau đó ấn phím (WW đề xác định đơn vị đo góc là độ. 
e Ta tính sinø = : =0,6 : 
Ấn liên tiếp các phím sau đây : 


$1  sin 
msesm=sameœeœm= 
Ta được kết quả là : z 36°52'11". 


EÏ vi dụ 2. Xác định góc ø biết răng cosơ = _a: 
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GIẢI 
Cách ï. Trên trục Óx của nửa đường 


tròn đơn vị ta lấy điểm H = [~2 : ) 


và qua đó vẽ đường thẳng z song song 
với trục Øy (h.2.5). Đường thẳng này 


S2 3A ` — , 1 
cắt nửa đường tròn đơn vị tại Mí. Ta có HỆ- q7 o)C X 
góc œ= xOM. Hình 2.5 


2.2.. 


2.3. 


Cách 2. Ta biết rằng cos øz= —cos (180 — đ). 
| 
Theo giả thiết cos œz= —: vậy cos (1807— Z) = 3 
Ta dựng tam giác ABC vuông tại A có AB = 1, BC = 3 (h.2.6). 


— _— | 
Ta có cos ABC = : nên cos (180°— ABC) = = 


Vậy z= 180°- ABC = ABC” (tia BC' ngược hướng với tia BC). 


Hình 2.6 


Cách 3. Dùng máy tính bỏ túi (Casio fx—500MS) 
Tương tự như tính sinz. : 
Vì cos ø< 0 nên ø là góc tù. 


Ấn liên tiếp các phím sau đây : 


SHT Ủ 
Ta được kết quả là : z~ 10922816". 


CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 


Với những giá trị nào của góc œ (0° < œ < 180”) thì : 
a) sin ø và cos z cùng dấu ? b) sin ø và cos ø khác dấu ? 
c) sin # và tan z cùng dấu ? đ) sin ø và tan ø khác dấu 2 


Tính giá trị lượng giác của các góc sau đây : 
a) 1202; b) 1507; c) 1357. 


Tính giá trị của biểu thức : 


a) 2sin 30” + 3cos 45” — sin 60? ; b) 2cos30” + 3sin 45” — cos 60°. 


2.4. 


2.5. 


2.6. 


2.7. 


2.8. 


2.9. 


2.10. 


2.11. 


2.12. 
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Rút gọn biểu thức : 

a) 4a” cos” 60° + 2ab.cos? 180” + š bˆ cos” 300 : 

b) (z sin 90 + b tan 45°)(a cos 0Ÿ + ð cos 1809). 

Hãy tính và so sánh giá trị của từng cặp biểu thức sau đây : 
a) A =cos” 30°— sin 300 và =cos 60°+ sin 459; 


Ó 
b)C= _2tan30 và D =(-tan 135”). tan 607. 


1— tan? 30 


Cho sin #= n với 90°< z< 1807. Tính cos ứ và tan ø. 


Cho cos #= -À, Tính sin Ø và tan Ø. 


Cho tan œ= 2A2 với 0°< œ< 90°. Tính sin Ø và cos ớ. 


3sin#—cos 


Biết tan #= V2. Tính giá trị của biểu thức A = * . 
Sỉin #+cos 


¬ ¬ cot #— tan # 
Biết sin œ= —. Tính giá trị của biêu thức 8= ————————. 
3 Co† Z + tan # 


Chứng minh rằng với 0° < x < 180” ta có : 
a) (sin x + cos x)” = 1+2sin xcos x; 
b) (sin xT— cos x)” = 1 — 2 sỉn x cos x; 


. 4 4 ‹ 
€) sinˆx + cosˆx = 1 — 2 sin” x cos” x. 


Chứng minh rằng biểu thức sau đây không phụ thuộc vào #: 
4a) A = (sin #+ cos a* + (sin #— cos œ” ; 
b) 8= sinz~ cosz— 2 sin ø+ 1. 


§2. TÍCH VÔ HƯỚNG CỦA HAI VECTƠ 


CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ 
1. Định nghĩa 


Cho hai vectơ ø và b khác vectơ 0. Tích vô hướng của hai vectơ a và b là 
một số, kí hiệu là a.b, được xác định bởi công thức sau : 
ab= |zl.b|. cos(a,B). 
Lưu ý : 
e Với a, b # Ú, ta có: 


¬ —¬ 


a.b =0œaLb. 
° r = |zl.|z|cos0° = IzÍ”. 
2. Các tính chất của tích vô hướng 


¬ 


Với ba vectơ a, b, c bất kì và mọi số k ta có : 
a.b=b.a (tính chất giao hoán) ; 
a(b+e)=a.b+a.c (tính chất phân phối) ; 
(ka).b = k(a.b) = a.(kb) ; 

a >0; 
¬2 . 

a =0<ỀẰ>a=Q0. 

Hiên H2 ¬— a2 

(a+b)“=a +2a.b+b 

ng a2 ma a2 
(a-b} =a —-2ab+b 


¬ ¬ ¬ ¬ ¬2 ¬2 
(a+b)(a—-b)=a -b. 


Tỉ 


3. Biểu thức toạ độ của tích vô hướng 


Trong mặt phẳng toạ độ (Ó ; l 7) cho hai vectơ ø = (21; 42), b= (bị; b,). 
Khi đó tích vô hướng a.b là: đ.b = đ¡b, + đ;b., 
4. Ứng dụng của tích vô hướng 
a) Tính độ dài của vectơ. Cho a = (ai; a,), khi đó : 

lz|= la? +. 
b) Tính góc giữa hai vectơ. Cho a = (ø; ; a,), b = (bị ; by), khi đó : 


a5, +ab, 


cos(a,b) = 
Bi h va + a2 2 |bỲ +bệ +a2 2 |bŸ +b2 


B._ DẠNG TOÁN CƠ BẢN 


Uø VẤN để 


Tính tích vô hướng của hai vectO 
1. Phương pháp 
e Áp dụng công thức của định nghĩa : ab= lzl.|b|_.cos(a, b). 


e Dùng tính chất phân phối : a.(b+ec) =a.b+ đc. 


A - a 
2. Các ví dụ 
lSxiÊ Ví dụ 1. Cho hình vuông ABCD cạnh a. . a 
Tính tích AB.AD và AB.AC. 
| GIẢI D 
AB.AD = [an|.[Apl.cos 90° =0 Hình 2.7 
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AB.AC = [a|.ÏAcl.cos45° 


AB.AC = aa/5.S2 =d? (h.2.7). 


EÏ ví dụ 2. Tam giác ABC vuông tại C có AC = 9, CB = 5. Tính AB.A€. 
GIẢI 


Ta có B 


AB.AC = |ABl.|AC|.cos(AB, AC), 


— —_”ÒỐ 5 
trong đó cos(ÁB, AC) = AC 
. AB 


(h.2.8). C 9 A 
Vậy AB.AC= AB.AC.ÂC - AC? =g2 =g1, Hình 28 
AB 
#Ï vi dụ 3. Tam giác ABC có À = 909, =60° và AB = a, Tính : 
a) AB.AC h " 
—,—> lôi 
b) CACB ; 
c) AC.CB. 
GIẢI - 
Ta có BC = 2a, AC = ax3 (h.2.9). 
a) AB.AC =|ABÌ.|AC|cosoo° =0. Tnn 6À, 
b) CA.C8 =|CA|.|€BÌcos309 = 252, S) =3, Hình 2.9 


c) AC.CB = [ACl.|CBlcos150° = s52 TẾ ]=-Ẽ 


79 


uø VẤN đề 2 


Chứng minh các đẳng thức về vectơ có liên quan đến tích vô hướng 
1. Phương pháp 
e Sử dụng tính chất phân phối của tích vô hướng đối với phép cộng các vectơ. 


e Dùng quy tắc ba điểm AB+ BC = AC hay quy tắc hiệu AB=OB—OA. 


2. Các ví dụ 
li Ví dụ 1. Cho tam giác ABC. Chứng minh rằng với điểm M tuỳ ý ta có 
MA.BC + MB.CA + MC.AB =0. 


GIẢI 
Ta có  ÄA.BC = MA.(MC- MB) = MA.MC - MA.MB () 
MB.CA = MB.(MA-— MC) = MB.MA - MB.MC — (@ 
MC.AB = MC.(MB - MA) = MC.MB— MC.MA (3) 


_ Cộng các kết quả từ (1), (2), (3) ta được : 


—  —— — — 


MA.BC + MB.CA + MC.AB =0. 


BÏ' vi dụ 2. Cho O là trung điểm của đoạn thẳng AB và M là một điểm tuỳ ý. 
Chứng minh rằng : MA.MB = OM? - OA2. 
GIẢI 
Ta có MA.MB =(MO+OA).(MO+OB) 
—>2 — — — —— —? _——2 
= MO +MO.(OA+OB)+OA.OB=MO - ÓOA 
—— 
0 
— — ¬  _——_—_ ——2 
(vì OA+(@B =0 và OA.OB =~ÓOA ). 


——- ——2 —2 
Vậy MA.MB =OM? ~OA? (vì OA" =OA?, MƠ =OM”). 


S0 


ÑÏ vi dụ 3. Cho tam giác ABC với ba trung tuyến là AD, BE, CF. 
_ Chứng minh rằng B.AD+ CẢBỂ + AB.Ể =0. 


GIẢI 
Ta có AD=>(AB+ AC) (h.2.10). , 
Dođó  2BC.AD=BC.(AB+ AC) 
= BC.AB+BC.AC. (l) P ` 
Tương tự 2CA.BE=CA.BC+CA.BA — (2) 
2AB.CF = AB.CB+ ABCA. (3) p p ° 
Từ (1), (2), (3) ta suy ra mg 
2(BC.AD +CA.BE + AB.CF) =0 
hay BC.AD + CA.BE + AB.CF =0. 
UR VẤN đề Z 
Chúng minh sự vuông góc của hai vectƠ 
1. Phương pháp 
Sử dụng tính chất của tích vô hướng : ø L b © a.b=0. 
2. Các ví dụ. D 
Ñï ví dụ 1. Cho tam giác ABC có góc A nhọn. 
Vẽ bên ngoài tam giác ABC các tamgiác E 


vuông cân đỉnh A là ABD và ACE. Gọi M là 


trung điểm của BC. Chứng minh rằng AM 
vuông góc với DE. 


GIẢI B M C 
Ta chứng minh AM.DE =0-(h.2.11). Hình 2.11 
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Ta có 


(AB+ ACX(AE ~ AD) 

AB.AE - AB.AD + AC.AE~ AC.AD 
= AB.AE— AC.AD 
= AB.AE.cos(907 + A)—~ AC.ADcos(902 + A) 
=0 

(vì AB = AD, AE = AC). 


2AM.DE 


Vậy AM L DE suy ra AM vuông góc với DÈ. 


EÏ Ví dụ 2. Cho hình chữ nhật ABCD có AB = a và AD = a2. 


Gọi K là trung điểm của cạnh AD. Chứng minh rằng BK vuông góc với AC.. 


GIẢI 
Gọi M là trung điểm của cạnh BC. w K D 
Ta có AB =a, AC = BD = 2a? +aˆ =a3. NV ⁄/ 
Cân chứng minh BK.AC =0 (h.2.12). a 


Ta có BK = BẢ+ BMÍ = BẢ + 2 AD 
AC = AB+ AD. 

—— =— 1— — — Hình 2.12 

Vậy BK.AC = (A+ ~AD).(AB+ AP) 


- BẢ.AB + BẢ.AD + 2 AD.AB + 5 AD.AD 
=-4?+0+0+ 2(av2Ÿ =0. 
Do đó BK.AC =0. Ta có BK vuông góc với AC. 
Uuø VẤN đề 4 


Biểu thức toạ độ của tích vô hướng và các ứng dụng : tính độ dài của 
một vectơ, tính khoảng cách giữa hai điển, tính góc giữa hai vecto 
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1. Phương pháp 
e Cho hai vectơ a= (đ ; a,) và b= (b¡; b;). Ta có a.b= aib, + a,b,. 


se Cho vectơ „ = (wị ; w„). Ta có lzÌ= jju2 +HỜ. 


e Cho hai điểm A = (x„ ; yạ), B = (xg : y;). 


“ _— 2 2 
Ta có AB = |Agl= (xpT—x,} +†Óg—yAŸ} - 


e Tính góc giữa hai vectơ  = (ø¡; đ;) và b = (b\ ; b,): 


cos(2,5)= TIỚNG. .u. th 


lal.lb| -la?+a2.2|b? + bŸ 
2. Các ví dụ 
Kgă Ví dụ 1. Trong mặt phẳng Oxy cho A = (4 ; 6), B= (1;4),C= tr ; š} 
a) Chứng minh rằng tam giác ABC vuông tại A. 
b) Tính độ dài các cạnh AB, AC và BC của tam giác đó. 


GIẢI 


a) Ta có 4B =(-3; -2), AC = (3:-5) và 
AB.AC =(~3).3 + c2|-š] =0. 


Vậy AB vuông góc với AC và tam giác ABC vuông tại A. 


b) __ 


AC =ÏA€|= “9% - 


Ta có BC = l6: -š] và 


BC =|BCÌ= |36+ SẼ = SẺ. 


Nhận xét. Có thể chứng minh tam giác ABC vuông tại A bằng cách chứng 
minh rằng BC” = AB” + AC”. 
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ISSIÊ Ví dụ 2. Tính góc giữa hai vectơ a và b trong các trường hợp sau : 


a)a=(1:-2), ð =(-1:-8); 
b) a=(3;-4), b =(4;3); 
c)a=(2;5), b=(3;-7) 


GIẢI 
ab 11)+(2)3_ 5 V2 


a) cos(4, b)= in TP h ——————-ẮẦ- 
a 


vI+4.1+9 450 2ˆ 
Vậy (a, b)= 459. 


ab — 34+(4)3— 0 


=_-=0.° 
PP ñ|- v9+l6vl6+9_ 25 


Vậy (4, b) = 900. 


b) cos(4, b)= 


4b 2.3+5.(—7) -29 — 42 


c) coS(4, b)= = = ——- 


BH V4+25V/9449 29/2 2 


Vậy (4, b) = 1359. 


&W Ví dụ 3. Trong mặt phẳng Oxy: cho hai điểm A(2 ; 4) và B(1.; 1). Tìm toạ độ 
điểm C sao cho tam giác ABC là tam giác vuông cân tại B. 


34 


GIẢI - 
Giả sử điểm Œ cần tìm có toạ độ là (x ; y). Để A ABC vuông cân tại B ta 
phải có : 
BA.BC =0 
Isal =|sc| 


với BA =(1;3) và BC x—1;y— 1). 
Điều đó có nghĩa là : 
nh so 


1+3? =(x-1+(y-ĐŸ 


Hình 2.13 


2.15. 


2.16. 


2.17. 


x=4-3y 
tạy +@~ LÝ =10 
x=4-â3y . 
I ~20y =0. 
Giải hệ phương trình trên ta tìm được toạ độ hai điểm C và C” thoả mãn điều 
kiện của bài toán : ` 


=(4; 0) và C'= (—2; 2) (h.2.13). 


CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 
Cho hai vectơ z và Ð đều khác vectơ 0. Tích vô hướng a.b khi nào 
dương, khi nào âm và khi nào bằng 0 ? 


Áp dụng tính chất giao hoán và tính chất phân phối của tích vô hướng hãy 
chứng minh các kết quả sau đây : 


¬ 1a H2 E2 x2 
(a+b) =|al' +|b[' +2ab : 
¬ a HP E2 3> 
(a-b)? =Ìa[' +lB[ -225 ; 
Ta H Ha H2 J¬I2 
(2+B)(a—b) = la -ll . 
Tam giác ABC vuông cân tại A và có AB = AC.= a. Tính : 
a) AB.AC h b) BA.BC ; c) AB.BC. 
-Cho tam giác ABC có AB = 5 cm, BC = 7 cm, CA = 8 cm. 
a) Tính AB.AC tồi suy ra giá trị của góc A ; 
b) Tính CA.CB. 
Tam giác ABC có AB = 6 cm, AC = 8 cm, BC = II cm. 
a) Tính AB.AC và chứng tỏ rằng tam giác ABC có góc A tù. 


b) Trên cạnh AB lấy điểm M. sao cho AM = 2 cm và gọi N là trung điểm 
của cạnh AC. Tính AM.AN. 
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2.18. 


2.19. 


2.20. 


2.21. 
2.22. 


2.23. 


2.24. 


2.25. 


2.26. 


2.27. 


2.28. 
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Cho tam giác ABC cân (AB = AC). Gọi H là trung điểm của cạnh 8C, Ð là 
hình chiếu vuông góc của H trên cạnh AC, #É là trung điểm của đoạn HÖ. 
Chứng minh rằng AM vuông góc với BD. 


B| = 12 và [Z+B] = 13. Tính tích vô 


hướng a.(2+ b) và suy ra góc giữa hai vectơ a và a + b. 


Cho hai vectơ a và b có lzi =5, 


Cho tam giác ABC. Gọi H là trực tâm của tam giác và M là trung điểm của 


cạnh 8C. Chứng minh rằng M⁄H.MA = n BC”. 


Cho tam giác đều ABC cạnh a. Tính AB.AC và AB.BC. 

Cho tứ giác ABCD có hai đường chéo AC và BD vuông góc với nhau và cắt 
nhau tại M. Gọi P là trung điểm của cạnh AD. Chứng minh rằng MP vuông 
góc với BC khi và chỉ khi MA.MC = MB.MD. 


Trong mặt phẳng Oxy cho tam giác ABC với A = (2; 4), B = (—3; 1) và 
Œ =(3;-—I). Tính : 

a) Toạ độ điểm D để tứ giác ABC?D là hình bình hành ; 

b) Toạ độ chân A' của đường cao vẽ từ đỉnh A. 


Trong mặt phẳng Óxy, cho tam giác ABC với A = (-1 ; 1), B = (1; 3) và 
Œ =(I; —-1). Chứng minh tam giác ABC là tam giác vuông cân tại A. 


Trong mặt phẳng Oxy cho bốn điểm A(-1 ; L), B(0; 2), CG ; 1) và D(0; -2). 
Chứng minh rằng tứ giác ABC? là hình thang cân. 

Trong mặt phẳng Óxy cho ba điểm A(-—1 ; -1), 8(3 ; 1) và C( ; 0). 

a) Chứng minh ba điểm 4, B, C không thẳng hàng. 

b) Tính góc Ö của tam giác ABC. 

Trong mặt phẳng Óxy cho hai điểm A(5 ; 4) và BQ@ ; -2). Một điểm M di 
động trên trục hoành Óx. Tìm giá trị nhỏ nhất của ÍMA+ MBI. 


Trong mặt phẳng Oxy cho bốn điểm A@ ; 4), B(4; 1), CÓ ; =3), D(—1 ; 6): 
Chứng minh rằng tứ giác ABCD nội tiếp được trong một đường tròn. 


§3. CÁC HỆ THỨC LƯỢNG TRONG TAM GIÁC 
VÀ GIẢI TAM GIÁC 


CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ 
Cho tam giác ABC có BC = a, CA = b, AB = c, đường cao AH = h và các 
đường trung tuyến AM =m_, BN = mụ, CP = m, (h.2.14). 


1. Định lí côsin 
a4? =b“ +cˆ—2be cos A 
bÌ=a” +cˆ—2ac cos B 
c? =a” +bŸ~2ab cos C. 


Hệ quả : 


2 2 2 
+ _ 
cos A = b+c cac : 
2bc 


Hình 2.14 


2 
a +cˆ—bˆ : 
bà 


cos 8= 
2ac 


aˆ+ b? — c? 
2ab 


cos C = 


2. Định lí sin 


a b € 


= 2E (R là bán kính đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC). 


snA sinB sin 
3. Độ dài đường trung tuyến của tam giác 


xà P + In 2(b°+c”)—a”. 


, 


2 2 4 4 
2 a'+c` b 2(a? +c?)—b^ 
2 4 4 
2 


1x... a cnni 
c2 4 4 
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4. Các công thức tính diện tích tam giác 


Diện tích Š của tam giác ABC được tính theo các công thức : 


L.,- 1, 1 . : 
s§= 24h, = 2Phy= 20h, với hy hà, h. lần lượt là các đường cao của tam 


giác ABC ; 


° $= Lab sinC =-Lbe sin A=+ ca sinð ; 
2 2 2 


sS= T với Ẩ là bán kính đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC ; 


e S=pr với p=., (4 +b + ©) và là bán kính đường tròn nội tiếp tam giác ABC; 


® S=ýjp(p-a)(p—b)(p—c) với p= h (a+ b + c) (công thức Hê-rông). 


B._ DẠNG TOÁN CƠ BẢN 


uø VẤN để 1 


Tính một số yếu tố trong tam giác theo một số yếu tố cho trước (trong 
đó có ít nhất là một cạnh) 
1. Phương pháp 
e Sử dụng trực tiếp định lí côsin và định lí sin. 
e Chọn các hệ thức lượng thích hợp đối với tam giác để tính một số yếu tố 
trung gian cần thiết để việc giải toán thuận lợi hơn. 
2. Các ví dụ 
EÍ' ví dụ 1. Cho tam giác ABC có b = 7 cm, e = 5 cm và c0s Á=Š. 


a) Tính a, sin A và diện tích S của tam giác ABC. 
b) Tính đường cao h_ xuất phát từ đỉnh A và bán kính của đường tròn 
ngoại tiếp tam giác ABC. _ 
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GIẢI 
a) Theo định lí côsin ta có : 


4Š =bŸ+cỄ ~2bccosA =1? +5” ~2/.5.232 =a=442 (cm) 
sin? A=1—cos” A=1—--=16 =sinA= ` (vì sinA >0). 
25 25 5 
S=-LbesinA= L.1.5.Â = 14 (cm?. 
2 2 5 
2 2 
b ch -2- 28M2 và 
#® a AN2 2 
Theo định lí sin: ———=2R > R= - -_442 _52 vụ 
2sinA 24 2 
5 


KH Ví dụ 2. Cho tam giác ABC biết Ä = 600, b = 8 cm, c = 5 cm. 
Tính đường cao ñh_ và bán kính R của đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. 
GIẢI | 
Theo định lí côsin ta có : aˆ? =bˆ +c”—2be cos A 
= 8” + 5” —2.8.5.cos60° = 49. 
Vậy a= 7 (cm). 


Theo công thức tính diện tích tam giác Š$ = 5 bc sm A, ta có : 


3 


s=-|8.5.sin60° =}.8.5-YŸÖ ~10/3 (cm?). 
2 2 2 


| 2$ 2043 
Mặt khác S=—a_°hb > h =——=——— (cm). 
. l 2 a . a 
abc c 7.8.5 "a 
ừ công thức $Š=—— tacó R=—— =_Y" 
Từ công thức TP F 10 J3 (cm). 
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lSSIÊ Ví dụ 3. Tam giác ABC có AB = 5 cm, BC = 7 cm, CA = 8 cm. 
a) Tính AB.AC ; b) Tính góc A. 
GIẢI 

.— 2 — ——¿ —ˆ?: —ˆ —— 

a) Tacó BŒ =(AC-ABX⁄ =AC +AB -2AC.AB. 
Tan lí ạp?, a7? n2). l2, 42 +2 

Do đó AC.AB== AB +AC -BC = 56 +8“-7“) =20. 
Vậy — AC.AB=20. 
b) Theo định nghĩa : AB.AC = lasl.|ac cosA. Ta có : 


AB.AC _ 20 _1 


am" . 
lagllacl 548 2 


Vậy A =ó600. 


BÏ vi dụ 4. Cho tam giác ABC biết a = 21 cm, b = 17 cm, e = 10 cm. 
a) Tính diện tích S của tam giác ABC và chiều cao h 
b) Tính bán kính đường tròn nội tiếp r của tam giác. 
c) Tính độ dài đường trung tuyến m__ phát xuất từ đỉnh A của tam giác. 


GIẢI 
a) Ta cóp= :—— = 24 (cm). 


Theo công thức Hê-rông ta có 


Š=4/24(24—21)(24—17)(24—10) =84 (cm). 


b) Ta có S=p.r—> ¬..... (cm). 
p 24 


c) Độ dài đường trung tuyến mà được tính theo công thức : 


22 2 
_ b +c a 


2 4 
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=484,25 ~9,18 (cm). 


BÍ ví dụ 5. Cho tam giác ABC biết a = J6 cm, b = 2 cm, e= (1+3) cm. Tính 
các góc A, B, chiều cao h_ và bán kính đường tròn ngoại tiếp R của tam 


giác ABC. 
GIẢI 
2, 2_ 2 
Theo định lí côsin ta có : cos A = b+c ca _ _4+(+v3) =6 = 1, 
2bc 4+3) — 2 


“Vậy A = 600. 


c”+a” =b” — (+3) °+6—4 2. 


Tương tự, cosj=——————= 


2ac 266(+43) 2. 


Vậy B=459. 
h 
Ta có sn6=—- S1, =c.sinB= (1+3). sin 45 sứ Q mì). 
ò b b 2 
Áp dụng định lí sin: ——=2R> R= =-==2 cm). 
p ong 130p 2sinB V2. VY (CHỦ 


8Ø VẤN đề 2 


Chứng minh các hệ thức về mối quan hệ giữa các yếu tố của một tam giác 


1. Phương pháp 

Dùng các hệ thức cơ bản để biến đổi vế này thành vế kia hoặc chứng minh 
cả hai vế cùng bằng một biểu thức nào đó, hoặc chứng minh hệ thức cần 
chứng minh tương đương với một hệ thức đã biết là đúng. Khi chứng minh 
cần khai thác các giả thiết và kết luận để tìm được các hệ thức thích hợp làm 
trung gian cho quá trình biến đổi. 


9]”' 


2. Các ví dụ 


BÍ ví dụ 1. Cho tam giác ABC có G là 
trọng tâm. Gọi a = BC, b = CA, 
c = AB. Chứng minh rằng : 
G4? +G8Ê +GC? =2 (4Ê + bỂ + c?), Ề . 
Hình 2.15 
GIẢI 


Theo tính chất của trọng tâm ta có GA = : AM => GA? = gAM” (h.2.15). 


Áp dụng công thức tính trung tuyến của một tam giác ta có : 


2 
AM2 = 1| Ag2 + Ac? _ BC” -I|+02~5) 
2 2 ] 2 2 


2 2 
-GA2 = AM? =2.1|¿2+p2~ #® |~Z|p2+e?~ 4C |. 
9 9'2 2] 9 2 


2 
Tương tự, GB? =2 a°+c?— P_ 
9 2 
2 
øc =2: = €] 
9 2 


Do đó GA” +GBˆ +GC? "5l (a2+b°+e = —(a7+bˆ +ec?). 


ẾEÏ ví dụ 2. Tam giác ABC có BC = a, CA = b, AB = c. Chứng minh rằng : 
a =b cosC + c cosB. 
GIẢI 
Theo định lí côsin ta có bˆ =a”+c^~ 2ac cosB. 
a°+c“-bŸ 


=—>ccosB =—————— Œ) 
2a 
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a?+b“ -c? 


2 
2a (2 


Ta lại có c?=a?+p? —2abcosC > bcos C= 


2 


` 2.2 2 
Cộng từng vế của (1) và (2) ta có : b cosC + c cosB = S_ =4 
a 


EW Ví dụ 3. Tam giác ABC có BC = a, CA = b, AB = c và đường trung tuyến 
AM =c= AB. Chứng minh rằng : - 


a) a° =2(bŸ -c^) ; 


b) sinˆ A =2(sinˆ 8 - sin2 €). 


GIẢI 

(Xem h.2.16) 
a) Theo định lí về trung tuyến của tam giác ta có : . A 

a? | a? 

b? +c7 = “—+2AM? = “S -+2c? 
2 2 b 
C 
= 4a” =2(b?~c?). 
b) Theo định lí sin ta có : C M | B 
Hình 2.16 


a b C 


snAÁ sinB sinC 
: 2 
a? bˆ c? b? —€C 


_——2— 7= TT. 
sin? A sin? 8 sinˆ C sin B_—sin?C 


@®) 


>> 


Thay a?= 20? —c?) vào (*) ta có : 


2@?-c?) bˆ—c? 2 1 
2 2 am ¬-..-T-.ẻrn ._2 
sin“ A sin“ B-sin“ C snA sin 8B—sin^C 


=> sin A=2(sin” B—sinˆ€). 
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@—f Ví dụ 4. Tam giác ABC vuông tại A có các cạnh góc vuông là b và c. Lấy 
một điểm M trên cạnh BC và cho BAM = øz. Chứng minh rằng : 
bc 


AM=———————————' 
bcoS ø +CsSinø 
GIẢI 
_ SapC = Swap † ŠMAC 
1 1 : 1 : ° 
«©  —bc =—AM.c.sinz+ — AM.b.sin (90 ¬ø) 
2 2 2 
hay be= AM (c sinø + b cos2) (h.2.17). 
bcosø +csinø 


Hình 2.17 


u8 VẤN đề 7 


Giải tam giác 


1. Phương pháp 


Một tam giác thường được xác định khi biết ba yếu tố. Trong các bài toán 
giải tam giác, người ta thường cho tam giác với ba yếu tố như sau : 


— Biết một cạnh và hai góc kề cạnh đó (g, c, ø) ; 

— Biết một góc và hai cạnh kề góc đó (c, ø, c) ; 

— Biết ba cạnh (c, c, c). 

Để tìm các yếu tố còn lại của tam giác người ta thường sử dụng các định lí 


côsin, định lí sin, định lí tổng ba góc của một tam giác bằng 180” và đặc 
biệt có thể sử dụng các hệ thức lượng trong tam giác vuông. 
2. Các ví dụ 

fï ví dụ 1. Giải tam giác ABC biết b = 14, c= 10, Â= 148Ẻ. 
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GIẢI 
Ta có a?È=b2+c2_ _-- 2_— ° 
a có a  =b“ +c“—2bccos A = 14“ +10“ —2.14.10.cos145 
= 196 + 100 - 280.(— 0,8191) ~ 525,35. 


Vậy a = 24. 
_... —sing= P.SnA _ 14.sin145” _ 0 34013 — 8~ 20°26' 
snA sinB a 23 


€ =180° (3 + B) = 1809 —(145° +20°26') = 1434". 


EÏ ví dụ 2. Giải tam giác ABC biết a = 4, b = 5, c = 7. 


2.30. 


2.31. 


2.32. 


GIẢI 
2 2 2 2 2 
cọc Ac P †C Ta” _ 5ˆ t1 -42 - 38 ~0,8286 © Ä~ 3493". 
_— 2b 2.5.7 70 
2 
coy g4 +C ~)_ 42+? —S _40 0 nạn — 8~ 44925". 
2ac 2.4.7 56 


€ =180°~(A+ B) =180° —(34°3'+ 44925") = 101932", 


CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 
Tam giác ABC có cạnh a = 24/3, b =2 và € = 300. 
a) Tính cạnh c, góc A và diện tích Š của tam giác ABC ; 
b) Tính chiều cao h„ và đường trung tuyến z„ của tam giác ABC. 


Tính góc lớn nhất của tam giác ABC biết a = 3, b = 4, c = 6. Tính đường 
cao ứng với cạnh lớn nhất của tam giác. 


Tam giác ABC có a=243,b=22, c=x6-42. Tính các góc A, B và 
các độ dài h„, R, r của tam giác đó. 


Tam giác ABC có a= 4^ƒ7 cm, b = 6 cm, c = 8 cm. Tính diện tích Š, đường 
cao h„ và bán kính K của đường tròn ngoại tiếp tam giác đó. 
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2.33. 


2.34. 


2.35. 


2.36. 


2.37. 


2.38. 


2.39. 


2.40. 
2.41. 


2.42. 


96 


Gọi mụự, mụạ, mụ là các trung tuyến lần lượt ứng với các cạnh a, b, c của 
tam giác ABC. 

a) Tính m„, biết rằng a = 26, b = 18, c = 16. 

b) Chứng minh rằng : 4|mã +mỆ +mÈ Ì= 3(42 + b2 + c2). 

Tam giác ABC có b + c = 2a. Chứng minh rằng : 

a) 2sin A = sin B + sin C ; b) —=—+—. 
Chứng minh rằng trong tam giác ABC ta có các hệ thức : 
a) sin Á = sin B cos C +sinCcosB; _ 

b) J„ =2 sin 8 sỉn €. 

Tam giác ABC có bc =4”. Chứng minh rằng : 

a) sinˆ 4 =sin B.sinC; 

b) hy .h„ = hệ. 


Chứng minh rằng diện tích hình bình hành bằng tích hai cạnh liên tiếp với 
sin của góc xen giữa chúng. 


Cho hình tứ giác lồi ABCD có đường chéo AC = x, đường chéo BD = y và 
góc tạo bởi AC và BD là ø. Gọi Š là diện tích của tứ giác ABCD. 


a) Chứng minh rằng Š = x.y.sina ; 
b) Nêu kết quả trong trường hợp AC vuông góc với BD. 


Cho tứ giác lồi ABCD. Dựng hình bình hành ABDC”. Chứng minh rằng tứ 
giác ABCD và tam giác ACC' có diện tích bằng nhau. 


Cho tam giác ABC biết c = 35cm, A=40°, €=120°. Tính a, b, 8. 


Cho tam giác ABC biết a = 7cm, b = 23cm, € =130°. Tính c, Â, B. 


Cho tam giác ABC biết a = 14 cm, b = 18 cm, c = 20 cm. Tính A, 8,. 


2.43. 


2.44. 


2.45. 


2.46. 


2.47. 


Giả sử chúng ta cần đo chiều cao CD của 
một cái tháp với C là chân tháp, Ð là đỉnh 
tháp. Vì không thể đến chân tháp được nên 
từ hai điểm A, 8 có khoảng cách AB = 30 m 
sao cho ba điểm A, 8, € thẳng hàng 


người ta đo được các góc CAD=43”, 


— VÀ. ˆ 
CBD =67° (h.2.18). Hãy tính chiều cao CÐ A 30m B C 
của thấp. Hình 2.18 


Khoảng cách từ A đến Œ không thể đo trực tiếp vì phải qua một đầm lầy nên 
người ta làm như sau : Xác định một điểm B có khoảng cách AB = 12 m 
và đo được góc ACB =37° (h.2.19). Hãy tính khoảng cách AC biết rằng 
BC = 5m. 


Hình 2.79 


CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP ÔN TẬP CHƯƠNG II 


Cho tam giác ABC thoả mãn điều kiện |4 + AC| = IAB- \€l Vậy tam 
giác ABC là tam giác gì ? 
Ba điểm A, 8, C phân biệt tạo nên vectơ 4B+ ÁC vuong góc với vectơ 
AB+CA. Vậy tam giác ABC là tam giác gì ? 

Tính các cạnh còn lại của tam giác ABC trong mỗi trường hợp sau : 
a)a=17,  b=10, C=56°20; 

b)z=2, c=3, B=12317; 

c)b=04. c=12, A=2328, 
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2.48. 


2.49. 
2.50. 
2.51. 
2.52. 


2.53. 


2.54. 


2.55. 


2.56. 


2.57. 
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Tam giác ABC có B = 60°, Ê =45°, BC = a. Tính độ dài hai cạnh AB và ÁC. 


Tam giác ABC có Â =60°, b = 20, c = 35. 

a) Tính chiều cao b ; 

b) Tính bán kính đường tròn ngoại tiếp tam giác ; 
c) Tính bán kính đường tròn nội tiếp tam giác. 


Cho tam giác ABC có BC = a, CA = b, AB = c Chứng mình rằng 
b2 ~ cˆ= a(b cœsC — c cosB). 


Tam giác ABC có BC = 12, CA = 13, trung tuyến AM = 8. 
a) Tính diện tích tam giác ABC ; 
b) Tính góc B. 


Giải tam giác ABC biết : a = 14; b= 18 ; e = 20. 
Giải tam giác ABC biết : Ä=60° ; B=40° ; c= 14. 


Cho tam giác ABC có z = 49,4; b=26,4; C =4720. Tính A, và cạnh c. 


CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM 


Tam giác ABC có AB = 2 cm, AC = 1 em, Â =60°. Khi đó độ dài cạnh BC là : 
(A)1cm; . Ặ (B) 2cm; _ 

( 43 cm; — @ 45cm. 

Tam giác ABC có ø = 5 cm, b=3 cm, c = 5 cm. Khi đó số đo của góc 
BAC là: 

(A) Ä=45° ; (B) Â=30° ; 

(C) Â>60° ; (D) Â=909. 


Tam giác ABC có AB = 8 cm, 8C = 10 cm, CA = 6 cm. Đường trung tuyến 
AM của tam giác đó có độ dài bằng: 

(A)4cm; (B) 5 cm; 

(6cm; (D)7m. 
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2.58. Tam giác ABC vuông tại A có AB = 6 cm, BC = 10 cm. Đường tròn nội tiếp 


tam giác đó có bán kính r bằng : 
(A)1 cm; _ (B) 2 em; 


(2em; _ (Ð) 3cm. 


2.59. Tam giác ABC có a=x/3 em, b=2 cm; c = 1 cm. Đường trung tuyến 
m„ có độ dài là : : 


(A) 1cm; (B) 1,5 cm ; 
(Œœ 5 cm ; (D) 2,5 cm. 
2.60. Tam giác đều nội tiếp đường tròn bán kính  = 4 cm có diện tích là : 
(A) 13 cm”; (Œ®) 132 cmŸ; 
(@ 12⁄3 cmỶ ; (D) 15 cmẺ. 


2.61. Tam giác ABC vuông và cân tại A có AB = a. 
Đường tròn nội tiếp tam giác ABC có bán kính r bằng : 


a a 
A)=; B) = ; 
(A)^ (Bì 


a 


2+42 


2.62. Tam giác ABC có các cạnh z, b, c thoả mãn điều kiện : 
(a+b+c)(a+b—c)=3ab. 


(C 


a 
h D) —. 
Đ- 


Khi đó số đo của góc € là : 
(A) 120”; (B) 30; 
(O 459; (D) 607. 


2.63. Hình bình hành ABCD có AB =4, BC = a2 và BAD = 452. 
Khi đó hình bình hành có diện tích bằng : 
_ (A) 24”; (®) a 242; 
(Q a7; (D) a2. 
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2.6. 


2.65. 


2.06. 


2.67. 


2.68. 


2.69. 


Tam giác ABC vuông cân tại A có AB = AC = a. Đường trung tuyến BM có 
độ dài là : 


(A) 1,54; (B) aV2; 
(CO a3 ; (D) s5, 


Tam giác đều cạnh a nội tiếp trong đường tròn bán kính R. Khi đó bán kính 
Rbảng : 


(A) #43, sa 
2 
(C) sa, (D) s5 


Bán kính của đường tròn nội tiếp tam giác đều cạnh z bằng : 


a5 | 22. 
(A) __ (B) ..” 
(C) ss, | Ð) =ẽ. 


Cho tam giác ABC có cạnh BC = a, cạnh CA = b. Tam giác ABC có diện 
tích lớn nhất khi góc C bằng : 

(A) 602; | (B) 90”; 

(C) 1507; (D) 1200. 

Cho tam giác ABC có diện tích S. Nếu tăng độ dài mỗi cạnh 8C và AC lên 


hai lần đồng thời giữ nguyên độ lớn của góc € thì diện tích của tam giác 
mới được tạo nên là : 


(A)25; () 35; 
(C) 4S; (D) 5S. 


Cho góc xÓy = 30°. Gọi A và Ö là hai điểm di động lần lượt trên Óx và Óy 
sao cho AB = 2. Độ dài lớn nhất của đoạn ÓZ bằng : 

(A)2; (B)3; 

(C4; (D5. 


2.70. Cho hai điểm A(0 ; 1) và B(3 ; 0). Khoảng cách giữa hai điểm A và # là : 


2.71. 


2.1. 


2.2. 


(A)3; (B)4; 

() 45 ; (D) v10. 

Trong mặt phẳng Oxy cho ba điểm A(-1 ; L), B2; 4), C(6 ; 0). Khi đó tam 
giác ABC là tam giác : 

(A) Có ba góc nhọn ; 

(B) Có một góc vuông ; 

(C) Có một góc tù ; 

(D) Đều. 


HƯỚNG DẪN GIẢI VÀ ĐÁP SỐ 


§1. GIÁ TRỊ LƯỢNG GIÁC CỦA MỘT GÓC 
BẤT KÌ TỪ 0° ĐẾN 180° 


a) sinø và cosø cùng dấu khi : 0° < z< 90° 
b) sinz và cosœ khác dấu khi : 90” < ø < 1802 
c) sinz và tanø cùng dấu khi : 0° < z< 907 
đ) sinø và tanøz khác dấu khi : 90` < z < 1807. 


a) sin120° _13, cos120° =—L ; tan120°® =—/3 ; cot120®=———, 

2 2 N 
b) sin1507 =. ; cos 1507 ` ; — : cot1509 =—-/3. 
e) sin135° = ; cos1352 _— ; tan1359 = —l ; cot1359 = —1, 


ID) 


23. 


2.4. 


2.5. 


2.6. 


2.7. 


2.8. 


2.9. 


2.10. 


2.11. 


2.12. 


102. 


1.2 v3_, 32-43, 


a) 2.—+3.——=——=l 
2-2 2 2 
b)2.Ý2,3,Ý2_1_2/3+3/2-1 
2 2-2 -2 


a) 4dÖ.7+24b.1+ bể. 2 =áP +2ab+ bˆ =(a+b) ; 


b) (4.1 + b.1) (ø.1 + b.(—1)) = (4 + b) (a— b) = a”— bỂ. 


a)A<B; b)C=D. 
cosư =— ; tan __X15, 
4 15 


242 | 
SsnØđZ— ; COSđữ =—. 
3 3 
A=7-4A2. 
pB=1. 
ọ 


a) (sim x + cos x = sinˆx + cos2x + 2sin x cos x 
= l+ 2sin x cos x. 
b) (sin x — cos x)? = sinˆx + cosˆx — 2sin x cos x 
= l— 2sin xcos x. 
c) sin'x + cos^x = (sin2x)Ÿ + (cos2x) + 2sinẨx cos2x — 2sinˆ^x cos2x 
= (sinˆx + cos7x)Ÿ — 2sinˆx cos2x. 


= 1 — 2sinˆx cos2x. 


a) A = (sinø+cos a)? +(sInø —cos a)? 


= l+2sinøcosø +l— 2sin ø cos đ 
=2. 


2.13. 


2.14. 


2.15. 


2.16. 


"Dođó  AB.AC= 


b) 8= sin” œ—cos' z—2sin” œ+l 
- . . , 2 
. = (sin? ø +cos? ø)(sin? œ —cos” œ)~2sin œ+l 


- = l[sin?z~(1—sin? z)]-2sin? ø+1 =0. 


§2. TÍCH VÔ HƯỚNG CỦA HAI VECTƠ 


Tacó ab=la|.lP|cos(a,P). 
Do đó a. >0 khi cos (2,b) > 0 nghĩa là 0 < (z,b) < 90° 
a.b <0 khi cos (a,b )< 0 nghĩa là 90° < (2,b) < 180° 
a.b =0 khi cos (4,Ð ) = 0 nghĩa là (4,b) = 90”. ` 
(a + b? = (a + b).(a + b) = da + ab + ba + b.b 
“VAN _~ 
=ll +lÄlÏ +22 
Các tính chất còn lại được chứng minh tương tự. 


C 
a) AB.AC =0(h.2.20). 
b) BA.BC =a.a2.cos45° = a'. : 
c) AB.BC = a.al2.cos135° =—aŸ, 
| Ta. S. | 
a) Ta có BC?=BC =(AC-AB) ` - A4 B 


—.2 —2  —.— Hình 2.20 
= ÁC +AB -2AC.AB 
—2 —2 ——2 
AC +AB -BC” 8 +5”—7? 
2 
Mặt khác AB.AC = AB.AC.cos A = 5.8.cos A = 20, 
| 


— _ 
Suy ra co A= 2= = A =60”. 
40 2 


= 20. 
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—_2 ˆ —> — —2  —, —`—¬ 

b) Ta có BA? = BA. =(CA—CB)? = CẢ” + CB” -2CA.C8. 
—— l1 

Do đó C.CB=--(CA”+CBP~BA?)= nu +72~52)=44. 


"—. Ị 1 


2.17. a) AB.AC =s(AC? +AB? —BC”)=>(8 "¬... 


= AB.AC.cosA = = = góc A tù. 


b) Ta có AM =LAB, AN =+LA€ (h.221) 
3 2 A 
;- max lun l2 mư 
Dođó AM.AN =~AB.—~AC N 
3ˆ `2 
- 1,A8.AC 
6 B +1 
-Ẩ 1ƒ 21) 7 Hình 2.21 
6\ 2 4 
2.18. Ta cân chứng minh AM.BD =0 (h.2.22). 
Tacó_ 2AM =AH+AD và M là trung điểm của đoạn ;ïD. 
BD = BH + HD 
Do đó 2AM.BD =(AH + AD).(BH + HD) 
- AH.BH + AH.HD + AD.BH + AD.HD 
——- — 
=0 =0 A 
= 2AM.BD = AH.HD + AD.BH 
= AH.HD +(AH + HD).BH 
= AH.HD + AH.BH + HD.BH 
=0: 
= HD.(AH + BH) = HD.AC =0. 
`—————— 
AC B H 
Vậy AM vuông góc với BD. Hình 2.22 
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2.19. Dựng tam giác ABC có AB = 5, BC = 12 và AC = 13. 
B|=12,la+BÏ=13 (h.2.23) 


Ta có lzZ 
và AB=u, BC =b, AC =a+b. 
Khi đó a(a+b) = AB.AC. 


Mặt khác ta có : 


Ah,AC « 2(AC? ÁN BC”) 


Hình 2.23 


_ 203! +3? ~122)=25 


SE 2200 TC “iả ~ 0,3846. 


lagllacl 5.13 
Suy ra (AB.AC) ~ 67923. 


Ta suy ra cos(AB, AC) = 


220. Tacó AM= 2A8 + AC) (h.2.24) 


HM =2 (HB+ HỎ 
mm '`— B M ® 
' => AM.HM = ~(4B+ AC).(HB + HC) Hình 2.24 


= L(AE.HB+ AB.HẺ + AC.HB + AC.HẺ) 
4 =Ũ =ñ 


: 2 (AB.HB + AC.HỎ 
] “=—=. =——v — “=.=_ —— — ` 
= 2| AB.(HC + CB) + AC.(HB+ BỘ | 


= h AB.HC + AB.CB + AC.HB+ AC.BC 


0 0 


AC.B€) 


= ~(AB.CB + AC.BC 


-(AB.CB~ACCB) 
l—— —. l—? I!— 
=—CB(AB- AC)=—CB =— BC. 

4. 4 4 
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2.21. 


2.22. 


2.23. 


s" 
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AB.AC = a.a.cos 60” =;e 


AB.BC = a.a.cos 120° =-22i (h.2.25). 


Hình 2.25 
Ta có 


2MP.BC = (MA+ MD).(MC - MB) 
"rằ.r.ằ..... 


= _MA. MC- MA.MB MB+ MD.MC - MD.MB 
——— 


© 


Hình 2.26 


a) Vì ABCD là hình bình hành nên ta có ' 
BD = BA + BC trong đó 


—. A D 
BA -= (5; 3) 
= BD =(11; 1) (h.2.27). | 
B A' C 


Giả sử D có toạ độ (xp ; yp). 


Vì BD = (11; 1) và B(~3 ; 1) nên ta có : Hình 2.27 


x.+3=11 *,_„ =8 

Nhị 

yp—l=l Yp =2. 
Chú ý : Ta có thể dựa vào biểu thức vẹctơ 4D = BC hoặc CD = BA để tính 
toạ độ điểm Ð. 


b) Gọi Áf(x; y) là chân đường cao vẽ từ A ta có 
AA'.L BC hay AA`.BC =0 
BA' cùng phương với BC: 


với AA'=(x— 2;y-4), BC = (6 ;~2), BA'=(x+3; y- Ð, 
Do đó : 


(x—2).6+(y—4).(-2) =0 © AA' L BC 
~2(x+3)—6(y—1) =0 BA' cùng phương với BC 


6x—12-2y+8=0 6x~2y-4=0 — A5 
-2x-6—6öy+6=0 -2x-6y=0 - y 1 


2.24. Tacó AB=(2;2), AC=(2;~2). Do đó : 
AB.AC =2.2 + 2(—2) =0 — AB L AC. 
Mặt khác |Aøi =laCÌ= 4+4 =242. Vậy tam giác ABC vuông cân tại A. 


225. Ta có AB=(1;1), DC=(3;3). Vậy DC =3AB, ta suy ra DC /J AB và 
DC =3AB. 


Mặt khác |AD|=x12 +3? và |BC|=J32 +1? 
nên ABC? là hình thang cân có hai cạnh bên AD và BC bằng nhau, còn hai 
đáy là AB và CD trong đó đáy lớn CD dài gấp 3 lần đáy nhỏ AB. 


2.26. a) Ta có AB =(4; 2), AC =(7; I). 


Vì : z : nên ba điểm A, B, C không tý tảng hàng. 
b) Ta có cos 8= cos(BA, BC)-,BA.BC. với BÁ =(-4 ;~2), BC = (3; -). 
mI lề 


(-4.3)+(-2)(-l) _ -10 v2 
ó cos 8= _. 
Do đó cos _6l6+4A/9+1- _ 200. 


Vạy 8 = 1359. 
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Tiả1: 


2.28. 
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Gọi / là trung điểm của đoạn AB, ta 
có !{4 ; 1) (h.2.28). 
Vì MA+ MB =2MI nên 


[MA + MB| =2ÌMiÌ nhỏ nhất khi giá 
trị của đoạn /M nhỏ nhất. Điểm M 
chạy trên trục Óx nên có toạ độ 
đạng Ä⁄(x ; 0). Do đó : 


ng 2 
|iM| =jwœ—4)? +1 >1. Ta 


Dấu “=” xảy ra khi x = 4. 


Vậy giá trị nhỏ nhất của [MA + ME| 
là 2 khi # có toa độ là M(4 ; 0). 


Muốn chứng minh tứ giác ABCD nội tiếp được trong một đường tròn, ta 
chứng minh tứ giác này có hai góc đối bù nhau. Khi đó hai góc này có 
côsin đối nhau. 
Theo giả thiết ta có : 

AB =(1;~3); AD =(—4;2); CB =(2;4); CD = (~3; 9). 


vi no, 4E:AD +. .1( 201092... 10: 1 

Do đ AB,AD Sa cay SỈ 
x sex lề lan| lan] lan - vIi+9 9.vI6+4 _ V200 NÓ 
suổi CE cP)= CB.CD 2.(-3)+4.9 30 1 


JEBllEp| v4+i6j9asa lão V2 


Vì cos( A8, AD) = ~cos(CB,CD) nên hai góc này bù nhau. Vậy tứ giác 
ABCDD nội tiếp được trong một đường tròn. ` 


§3. CÁC HỆ THỨC LƯỢNG TRONG TAM GIÁC 
VÀ GIẢI TAM GIÁC ` 


2.29. a) Theo định lí côsin ta có : 


3 
c?ô =a? +bˆ— 2ab cosC = 12 + 4 ~ 2. 2(52ŠÖ sa, 
Vậy c = 2 và tam giác ABC cân tại A có b = c = 2. 
Ta có € =30°, vậy 8=30° và 4 =180° — (30° +30) = 1209. 


| . ] 1l — 
ABC =zacsin8 =C.243.2.- = V3. 


28 _ 243 


b) - h = 5 = E =1- Vì tam giác ABC cân tại Á nên h =ưm =]. 
2.30. Ta có c = 6 là cạnh lớn nhất của tam giác. Do đó € là góc lớn nhất. 
2 2 2 2, x2 2 
+ —C 3 4“ˆ~— ^ 
coC=4 t1 TC 3 tế =6 _ 1Ì Ê~117911', 
2ab 2.3.4 24 
Muốn tính đường cao ứng với cạnh lớn nhất ta dùng công thức Hê-rông để . 
tính diện tích tam giác và từ đó suy ra đường cao tương ứng. 


« 1... 13 
p(p~aXp—b)(p—c) với p=sd+4+6)=r> 


1 . 


2\2 2 2 4 
29 4455 V455 
Ta có ` 
C 2.6 12 
231. Ta cócos4 bˆ+c-a `” §8+6+2-2/12-12_ 4-43 
c1, a CÓ COSÁ Z ———— =— r--r----r—-_—--ễ 
' .2bc 4J2(6-v2) 83-8 
_ 44-3) _). " 
"83-1 2) 
Vậy A=1200. 
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2 2 2 
cong c +2. ~bˆ _6+2~2/12+12-8 12-212 


2ca — 26-42)243  4D8-ANj6 
43-43) _ 1 42 : 
=—————-a—-=-=-—. V = : 
JRTTENTRR1M-ĐSNG¿ 6 ÔN 2 TP 
JRei se ó5 0E uy ni = (W~J5)*2 = vã 


a 


a a 
—=2R—=K= 2 _2M2 =2: 
sn 8 2sinB 2 2 
2 
1 in B 

§. co v ac sin B 
»=pr>r=—=—~“————=—— 

P 2(a+b+e) a+b+c 


th 
„092 (16 X2) 0L. #( (V6 2ï 
234/3+242+d6-~v2 ˆ 46+X3+1 


b?+c?~d” 36+64-112- 1 


232. Tacó cosA=——————=———————=—~ 


2.33. a) 
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2bc 2.6.8 8 
K= sin A = VI—cos” A = L7, 
\ 64 8 
<2 0y0n 72 lạ 27 =9/7 (em?). 
2 2 8 
h -25 18/7 _9_ „2 (cm). 
1ø dd? 2 


_ abc _ 47,68 _ 16 
4 407 3 


(cm). 


2 _b+c? a7 _187+16F _-26” 


m hU 
2 4 2 4 
324+256 676 484 2ˆ - 
=——-a—=——ÏỨf =—=ÌÏl. 
2 4 `. 


2.34.. 


2.35. 


,...2...4 [4m2 =20?+c?)-aŸ 
2. 2 ,2 
b 2 2. 2A g2 
bì + m= C—S—~^— œ  44m2=2(a2+c?)—b 
' : , 2 š ' 2 
mệ c2 +9) c2 4m. =2(a“ +b“)-—c”. 
š 2. 4 
Ta suy ra : Á GHˆ + mộ +m2) =3(4? +bˆ +c?). 
: : a b c 
a) Theo định lí sin ta có : ———=———~==———: 
snA sin? sinC 
Ta suy ra : btc = 2a 


snÁ sinB+sinC sinB+sinC 


=> 2sin Á = sin 8 + sin C. 


b) Đối với tam giác ABC ta có : § =-LabsinC =-Lh„.c = 2€, 
2 2 4R 
ab : bc „ , 
Ta suy ra h„ =——- Tương tự ta có hạ =——, h„ =——: Do đó : 
2R 2R 2R 
Am... mà b + c = 24 
họ hạ ac ab abc 
1 1 2R2a 2R2 2 
nên —+—=———= =—. 
hạ hạ — abc bc  hụ 
hạ hụ hạ 
tế: „4 b C \ 
a) Theo định lí sin ta có ——— = = =2R 


snA sinÐẦ sinC 


Do đó : a= 2R sinA, b=2RsinB, c=2R sm C. 


Thay các giá trị này vào biểu thức ø = b cos C + c cos Ö ta có : 


2R sin A = 2R sin B cos C + 2R sin C cos . 


=> sinA=sin Bcos C + sin C cos B. 
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2.36. 


2.37. 
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2 
b) Ta có h = , mà 26= 250C đbc, 
1a 4R_ 2R 
Vậy h -2 „06 hay be =2R.J , mà b=2Rsin B và c = 2R sin C nên : 
4. xa 2R a 


2R sin B.2R sin € = 2R.h„ —> hạ =2R sm Bsin C. 
a) Theo giả thiết ta có a? =bc. 
Thay a=2RsinA, b =2R sin B, c = 2R sin C vào hệ thức trên ta có : 
4RŸ sin?A = 2R sin B.2R sìn C 

= sin” A =sin 8 .sin €. 
b) Tacó 25 =ah, = bhụ = ch. 
Dođó: ah =b.c.ly.h,. 
Theo giả thiết : a? =bc nên ta Suy ra h} = hụ.h,.. 


Xét hình bình hành ABŒCD có AB = a, AD = b. BAD=ø và BH là đường 
cao, ta có BH L AD tại H. (h.2.29). 


B C 
a 
ˆ ] 
A H b D 
Hình 2.29 


Gọi Š là diện tích hình bình hành ABCD, ta có 5= AD. BH với BH = AB sinơ. 
Vậy  S= AD,AB sinnz= a.b sinơ. 


Nếu BAD =ø thì ABC = 180°—ø. 


Khi đó ta vẫn có sin BAD = sin ABC. 


2.38. 


2.39. 


Nhận xét : Diện tích hình bình hành ABCD gấp đôi diện tích tam giác ABD 


mà tam giác ABD có diện tích là 5 ab sinø. Do đó ta suy ra diện tích của 


hình bình hành bằng ab sinz. 
a) Ta có SABCpD = 3 ABp MT 


Vẽ AH và CK vuông góc với BD. (h.2.30). 
Gọi ƒ là giao điểm của hai đường chéo 
AC và BD. Ta có : AH = AI sina 


CK = Cï sinz 
l 1 
3ABCD =2AH.BD+CK.BP 
= h BD (AH +CK) 
Ị I Hình 2.30 
= 2 BD.(AIT + IC} sinø = 2P. AC smz. 
1 . 
ŠABCD =5 X.y sInđ. 


b) Nếu AC L BD thì sinz = 1, khi đó '`ŠABCD = xy. Như vậy nếu tứ giác 


lồi ABCD có hai đường chéo AC và BD vuông góc với nhau thì diện tích 
của tứ giác đó bằng một nửa tích độ dài của hai đường chéo. 


Gọi ø là góc giữa hai đường 
chéo AC và BD của tứ giác 
ABCD (h.2.31). 

Ta có CAC'=ø vì ACˆ// BD. 
Theo kết quả bài 2.38 ta có : 


| : 
Šagcp =3 AC.BĐ sina. 


| " 
Mặt khác Š.-: =2 ACŒ.AC” smza, 


mà AC = BD nên Š»ep =Sxcc-- : 


Hình 231 


8 - BTHH10 - A - 113 


2.40. 


2.41. 


2.42. 


2.43. 
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Ta có 8 =180° ~(4+€) = 180 ~(40° + 120°) = 209. 

Theo định lí sin ta có : 

a € csinA  35.sin40?° 
=4=———=———— 


sinÁ sinC sinC — sin120° 


= 26 (cm) 


b € csinB, 35.sin20° 
=>b=———=—— 


= = 14 (cm). 
snB_ sinC sinC sin120° (em) 


Theo định lí côsin ta có : 
c2 =a2 +b? ~2abcosC = 7? +23 ~2.7.23.cos130 = 785 
=> c> 28 (cm). Theo định lí sin ta có : 


a € . asnC_ 7.sin1302 

= =sinA= =z————— 
sinÁ sinC C 

Vậy Â=1192'. 


B =180° ~(AÄ+€) = 180 ~(1122'+ 130) = 38958", 


=0,1915, 


Theo định lí côsm ta có : 
2 2 2 2 2 2 
cosA=? TC =g 18 +20 -14 526 này, 
2bc 2.18.20 720 
Vậy Â~42°50'. 
a7+c?°—b” _147+207~18? _ 272 


=“< “>~0,4857, 


cos Ð = =———— 
2ac 2.14.20 560 


Vậy 8~60°56'. 
€ =180° -(Â + B) ~ 180 ~ (42550'+60°56') = 76914". 


Muốn tính chiều cao CD của tháp, trước hết ta hãy tính góc AB. 


ADB = 67 -43° =2A°. 
Theo định lí sin đối với tam giác ABD ta có : 
+ ° 

BD AB — BD= 30.sin 43 


= =—= 50,30 (m). 
sin434° sin24° sin 24 


8- BT“H10.R 


Trong tam giác vuông BCD ta có : 
sin67” = =. = CD = BD.sin67° x 50,30. sin67 
hay CD x 46,30 (m). 


2.44. Theo định lí sin đối với tam giác ABC ta có : 
BC AB 5 12 


sinA sinC ` sinA sin37° 


= sinA 


. là 
_ . 0.2508 


= Ax~14931'. 
B ~180° ~(37° +14931')= 12829". 
AC 12 12.sinB8 12.sin128°29' 
——=——==AC=—— z—————— 
snÐ# sinC sin CC sin379 
Vậy khoảng cách AC x 15,61 (m). 


~15,61 (m). 


CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP ÔN TẬP CHƯƠNG II 


2.45. Gọi M là trung điểm của cạnh BC ta có A 
AB+ AC = 2AM = AD. 
Mặt khác AB- AC = CB. Theo giả thiết ta có : 
|>awl = lcsl =[ap] hay AM= ^—. ˆ B M bào 
Ta suy ra ABC là tam giác vuông tại A (h.2.32). NÓ 


2.46. Theo giả thiết ta có : D 
—- — — — Hình 2.32 
(AB+ A€). (AB+€A) =0 

c (AB+ A€).(AB- AC) =0 œ AB ~AC” =0. 

Ta suy ra ABC là tam giác có AB = AC (tam giác cân tại A). 
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2.47, 


2.48. 


2.49. 


2.50. 


I16 


_. ~ 7l,7 hay c ~ 8,47; 
b)b~4,43 ; 
€)a> 11,63. 


Tacó 4=180°—(60°+45°)= 759. 
Đặt  AC=b, AB =c. Theo định lí sin : 


b — a _ C T : 
AA————¬ 2: 14 SUY Tả : 
sin 60 sn275 sin45 
AC=p=_—-“Y~ av3 - 43 _ 0 go, 
2sin75° 1,93 
AB=c= aJ2_ a2 _ 0,732a. 


2sin75° 1,93 


-a)c?=a?+b?— 2ab cos C= 49 + 100 — 140 cos 56°29' 


Ta có a” = bˆ + cˆ— 2be cos A = 35? + 20” — 35.20 = 925, 


Vậy a ~ 30,1. 
a) Từ công thức § = đnn ta có h= 25_— bc sin Á 
2#“ a a 
2035.X3 
=>h.= mm). 
30,4I 


a _ 30,41 


a 
= 2Rtacó R= ——== 
sinA 3 3 


b) Từ công thức 


c) Từ công thức Š = pr với p = 2 (4 + b + ) ta có: 


25 Ì 
_ bc sin Ä ~110, 
a+tbr+c  qa+}+c 


FPr= 


Tacó b°=a?+c7- 2ac cos B 
cẰ=a? +b?— 2ab cos C 
> bỂ ~— cˆ= cˆ— bŸ + 2a(b cos C — c cos B) 
=> 2(@ -c)= 2a(b cos € — c cos B) 
hay bˆ—c?= a(b cos C — c cos B). 


~ 19,94, 


~ 17,56. 


2.51. Theo công thức Hê-rông ta có : B 


12 
27(27 27 27 
„¿call —l3|Ì——-6 || —-8 M 
" ;h b l9 Z 


- 355 (h.2.33) Ạ & ' 
4 Hình 2.33 
94/55 
Nn san 
- b? +c? a? 2 2 2 a? 
Mặt khác ta có AM T2 hay 2AM =b +Cc 2” 


2 
Do đó AB =cÌ=2AMP ~ bŸ+ — = 2.64 — 169 + 72 = 31 


= c= 31. 
a*+cˆ—bŸ _ 144+31~169 ^ 
cos8= ——————— ~ 0,045 > B ~ 87925. 
2ac — 24/3 - 
2.52. Tam giác ABC có ba cạnh là 8C = 14, CA = 18, AB = 20, ta cần tìm các góc 
A,B,€. 
2 2-2 2 2 2 
Tacó cosÁA= b+c-a _ 18 +20 -l4 ~ 0/7333 
2bc 2.18.20 
= Â ~42550.. 
2 2,2 2 2 2 
cos 8= 4 +c -b. = 14 +20 -l8_ ~ 0.4857 
2ac 2.14.20 
= 8 ~60°56', 


Ê =180°-(A + 8) ~76°14'. 


2.53. Tam giác ABC có cạnh c = AB = 14 và có A4 = 60°, 8 = 40°. Ta có 
Ê =180°— (Â + 8) = 80”, cần tìm a và b. Theo định lí sin : 


# _„ b < ta suy ra a= CSnA _ n3 = 12,3] 
sinA sinB _ sinC snŒ sin80° 
h . o 
b= csinB _14sin40_ ~9,14. 


sinC sin80P 
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2.54. Theo định lí côsin ta có : 
c?= a? + bỶ — 2ab cosC = (49,4) + (26,4)? — 2. 49,4. 26,4. cos47920 


= 1369.5781. 
Vậy c= 4/1369,5781 ~ 37. 
2, 2_— 2 2 2— 2 
cos Á= b+c =a (64) +37) -(49/4)7 ~—0,1914 
2bc 2.26,4.37 


Ta suy ra A4 ~ 10192'. 
8 ~ 180 - (10192' + 47920) = 31938'. 


CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM 


2.55. Áp dụng công thức a? = bˆ + c°— 2bc cos A ta tính được a = 43 (cm). 
Chọn (©). 


2 2 
bˆ+c“— 


2 
?_ ta tính được cos A = 5. =03, 
lộ 10 


2.56. Áp dụng công thức cos A = 
Vậy 4 > 60°. Chọn (C). 


2.57. Ta có m” = b _ n =25 = m,„ = 5 (cm). Chọn (B). 


2.58. Dùng công thức § = jr ta có r = » = » = 2 (cm). Chọn (C). 
P 


2 
2.59. Ta có m2 =P xe _# -3 >m _ 3 (cm). Chọn (C). 
4 2 4 4 “...2 


2.60. Ta có S.mc =5 CHAB với CH = sR và AB = RA3, mà R = 4 nên 


Š,„e =1243 (cm”).. Chọn (C). 


a(2+42) 


5 
2.61. Dùng công thức Š= pr với p= ——————— "ênr= p = J- Chọn (C). 


2 
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2.62. 


2.63. 


2.64. 


2.65. 


2.66. 


(a+b+c)(a+b_—c)= 3ab 


. =œ (a + b)ˆ— c? = 3ab 


© 2?+b + 2ab — c? = 3ab, 
mà đŸ + bŸ ~— 2ab cos € = c? 


= € =60°. Chọn (D). 


nên 24b cos C = 4ö => cos C =  .; 


Cắt hình bình hành theo đường chéo BD tôi ghép cho cạnh BC trùng với. 
AD, ta được một hình vuông cạnh z và có S = a”. Chọn (C). 


Tam giác đều cạnh z có đường cao ở = =. 


Mặt khác h = sR (h.2.34) 


al3 3 


Do đó : C— =5R © a3 =3R. 8 c 


sỗ 


Vậy R= ——. Chọn (©). Hình 2.34 


Gọi r là bán kính đường tròn nội tiếp tam 
giác đều cạnh ø (h.2.35). Ta có : 


=h 
âr a3 


a^43 _h =3r= _ a 
2 
hay r= mã, Chọn (C). 
Hình 2.35 
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2.67. Tacó S= 2ab sin C, 


$ đạt cực đại khi sin C = 1 nghĩa là € =90°. Chọn (B). 
2.68. Gọi Š' là diện tích của tam giác mới, ta có : 
Si. ; .2a.2bsin C = 2ab sin C. 
Vậy S ” =45. Chọn (C). 
269. Tacó -CU =-—3#_ 236) 
snA sin300 
_ ABsnA 2sinA _ 


=>(OB= 4sinA. 
sin30° 


} 
2 


Hình 2.36 


OB đạt cực đại khi sin A = 1 nghĩa là 4 = 90°, khi đó ÓB = 4. Chọn (C). 


2.70. Ta có AB =(3; ~1). Do đó [ABÌ= v32 +12 = j10. Chọn (DI. 
2.71. Tacó AB =(3;3), BC =(4;-4) 
AB.BC =0. Vậy tam giác ABC vuông tại B. 
Hay ta có ÏABÌ = 9+9 = V18 
|Bể|=V16+16 = V32 
lacl=xJ49+1 = V50. 
Vậy AC” = AB” + BC”. 


Tam giác ABC vuông tại B có cạnh huyền là AC. 
Chọn (Bì). 
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Ckươn HH 


PHƯƠNG PHÁP TOA ĐỘ TRONG MẶT PHẲNG - 


§1. PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG THẲNG 


A. _ CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ 


1. Phương trình tham số (h.3.1) 
® Phương trình tham số của đường 
thẳng A đi qua điểm Mạ(xạ; yạ) 
và có vecdơ chỉ phương 
- x=x.+íu 
MU =(M ; M2) hị 0 


y=3a†IM, 


(x2 +¡2 z0) (43.D, 
Hình 3.1 


e Phương trình đường thẳng A đi 
qua điểm Me(Œạ: yạ) và có hệ 


số góc & là: y— yọ =kŒx~x). 
e Nếu A có vectơ chỉ phương W= (¡; ú2) với ¡ị #0 thì hệ số góc của A là 


k=-°. 


1 


Nếu A có hệ số góc là # thì A có vectơ chỉ phương là :  = (1 ; #). 
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1 
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2. Phương trình tổng quát 
e Phương trình của đường thẳng A đi qua điểm M(xạ; yạ) và có vectơ 


pháp tuyến n=(a; b) là: a(+x~x¿)+b(—yạ)=0 (a?+b? #0). 


e Phương trình ax + by + c = 0 với 
a?+b°+0 gọi là phương trình 
tổng quát của đường thẳng nhận 
n= (a ; b) làm vectơ pháp tuyến. 

e Đường thẳng A cắt Óx và Óy lần 
lượt tại A( ; 0) và B(O ; ð) có 
phương trình theo đoạn chắn là 


_+. =1 (z,bz0) (h.3.2). Hình 3.2 
a 


3. Vị trí tương đối của hai đường thẳng 
Cho hai đường thẳng  A,:2¡x+b,y+c, =0 
Az:ax+b.y+eŒ, =0. 
Để xét vị trí tương đối của hai đường thẳng A; và A, ta xét số nghiệm của hệ 
phương trình 
ax+by+e,=0 
(D 
ax+b,y+c, =0. 
e Hệ (I) có một nghiệm : A; cắt A.. 
e Hệ (I) vô nghiệm : A; // A,. 
e Hệ (I) có vô số nghiệm : A; = A.. 


+ “ ` < ạ 
Chú ý : Nếu a,b,c, #0 thì : — Ai cất À„ © _-Lz-— ; 


4. Góc giữa hai đường thẳng 
Góc giữa hai đường thẳng A, Và Â; có phương trình cho ở mục 3, có vectơ 
pháp tuyến ø, và ø, được tính bởi công thức : 


+eisa]-E2| --BsegL„ 
lmị _r +hể -J42 +h 


5. Khoảng cách từ một điển đến một đường thẳng 


Khoảng cách từ điểm MạŒạ; vạ) đến đường thẳng A có phương trình : 


|axạ + byn +d| 


\a? +Ðb7 


ax+by+c =0 được cho bởi công thức 40M ,A)= 


B.._ DẠNG TOÁN CƠ BẢN 
u8 VẤđ1 
Viết phương trình tham số của đường thắng 
1. Phương pháp 


Để viết phương trình tham số của đường thẳng A ta thực hiện các bước : 


— Tìm vectơ chỉ phương u= (¡ ; ä,) của đường thẳng A ; 


— Tìm một điểm Me; yạ} thuộc A ; 
s. x =xụ +1 
— Phương trình tham số của A là : . 
y=ÿ +11. 


tS' Chú ý 
— Nếu A có hệ số góc & thì A có vectơ chỉ phương W= (1; k). 
— Nếu A có vectơ pháp tuyến n= (z; b) thì A có vectơ chỉ phương 


ụ = (_b; a) hoặc ụ = (b ; -4). 
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2. Các ví dụ 


6W Ví dụ 1. Lập phương trình tham số của đường thẳng A trong mỗi trường 
hợp sau : 


a) A đi qua điểm M(2; 1) và có vectơ chỉ phương u =(3; 4); 
b) A đi qua điểm M(5 ; - 2) và có vectơ pháp tuyến n= (4;-— 3). 
GIẢI 


x=2+3/ 


a) Phương trình tham số của A là : 
y=l+át. 


b) A có vectơ pháp tuyến ø = (4 ; -3) nên có vectơ chỉ phương # = (3; 4). 
x=5+3/ 


Phương trình tham số của A là : | 
y=-2+4t. 


Ñƒ vi dụ 2. Viết phương trình tham số của đường thẳng A trong mỗi trường 
hợp sau : 


a) A đi qua điểm M(5 ; 1) và có hệ số góc k = 3 ; 
b) A đi qua hai điểm A(3 ; 4) và B(4 ; 2). 
GIẢI 
a) A có hệ số góc k = 3 nên A có vectơ chỉ phương u= (;3). 


=5+/ 
Phương trình tham số của A là ` 
y=l+3äi. 


b) A đi qua A và 8 nên A có vectơ chỉ phương #= AB = (1 ;~2). 


x=3+/ 


Phương trình tham số của A là 
y= 4 — 2t. 


Uø VẤN đẻ 2 


Viết phương trình tổng quát của đường thắng 
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1. Phương pháp 
Để viết phương trình tổng quát của đường thẳng A ta thực hiện các bước : 
— Tìm một vectơ pháp tuyến n =(a; b) của A; 
— Tìm một điểm M,(xạ; yạ) thuộc A ; 
~ Viết phương trình A theo công thức : 2(x~ xa)+ P(y~ yạ)=0 ; 
~ Biến đổi về dạng : ax + by + c = Ô. 
IS Chứ ý 
— Nếu đường thẳng A cùng phương với đường thẳng đ : øx + by + c = 0 thì A 
có phương trình tổng quát : ax + by + c= 0. 


- Nếu đường thẳng A vuông góc với đường thẳng đ : ax + by + c = 0 thì A có 
phương trình tổng quát: -bx + ay+c”=0. 


2. Các ví dụ 
EÏ Ví dụ 1. Lập phương trình tổng quát của đường thẳng ơ trong mỗi trường 
hợp sau : 
a) d đi qua điểm M(3 ; 4) và có vectơ pháp tuyến n =(1; 2); 
b) ơ đi qua điểm M(9 ; -2) và có vectơ chỉ phương u= (4; 3). 


GIẢI 
a) Phương trình tổng quát của đường thẳng 2 có dạng 
Ix—3)+2(y—-4)=0<>x+2y- I1=0. 


b) Đường thẳng đ có vectơ chỉ phương  = (4 ; 3) nên có vectơ pháp tuyến 
là ø =(3; -4). 
Vậy phương trình tổng quát của đ có dạng : 

34x—-3)-4@+2)=0_ hay 3x—-4y- 17=0. 


£#( Ví dụ 2. Cho tam giác ABC, biết A(1 ; 4), B(3 ; -1), C(6 : 2). Lập phương 
trình tổng quát của các đường thắng chứa đường cao AH và trung tuyến AM 
của tam giác. 
GIẢI 


AH có vectơ pháp tuyến là BC =(3; 3) hoặc »=—~ BC =(1; 1). 


1 
3 
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Phương trình tổng quát của đường thẳng chứa AH là : 
1x—-1)+1l@-4)=0 
©x+y-5=Ô0. 


Ta tính được toạ độ trung điểm M của BC như sau : 


M—2 22 
_ypd#c -1+2_ 1 
M2 22 


Ta có AM =| :~3]. 


2 ¬ 2 —_—>” 
Trung tuyến AM có vectơ chỉ phương 1 = 5 AM =(1;-—1) nên có vectơ pháp 
tuyến n= (1; 1). Vậy phương trình tổng quát của đường thẳng chứa AM là : 
(ex—1)+-4)=0«©©x+y—5=0. 


IS Chú ý. Tam giác ABC có đường cao AH trùng với trung tuyến AM nên tam 
giác ABC cân tại A. 


uø VẤN đề 5 


Vị trí tương đối của hai đường thắng 

1. Phương pháp 

e Để xét vị trí tương đối của hai đường thẳng 
Ai:ax+by+c=0 


À; 


:ax+b,y+c, =0 

ta xét số nghiệm của hệ phương trình sau : 
ax+biy+c, =0 
ax+b y+€Œ, =0. 


Œ) 
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Cụ thể : 

Hệ (*) có nghiệm duy nhất : A, cắt A... 

Hệ (*) vô nghiệm : A, / A;. 

Hệ (*) có vô số nghiệm : A, = A,. 

e Góc giữa hai đường thẳng A, và A, được tính bởi công thức : 


aa — Jas+bb| —- 


cos| 
_" +hể -J42 +” 


2. Các ví dụ 

6W Ví dụ 1. Xét vị trí tương đối của các cặp đường thẳng sau : 
a) đ, :4x~ 10y+ 1=0 và d.:x+y+2=0, 
b) đ; : 12x - 6y + 10 =0 và d.:2x-y+5=0, 


=-§+Bí 
c) d, :8x+†0y-12=0 — và dạ: 3, 


_ly=6-Át. 
GIẢI 
.,4_ -I0 : 
a) Ta có  8-ấp Tri đ cắt đ.. 


12 _ Khi 10, 
b) Ta —#—.. Vậ 4đ Ki 
) Ta có HS Tu s ydđ./ 


c) Phương trình tổng quát của đÀ là : 4x + 5y — 6 = 0. 


E Ví dụ 2. Cho hai đường thẳng d,:x-2y+5=0 và đ, :3x—y=0. 
a) Tìm giao điểm của ở, và d.; 


b) Tính góc giữa dị và d,.. 
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GIẢI 
a) Giao điểm của đ, và đ. là điểm có toạ độ là nghiệm của hệ phương trình : 


x—-2y+5=0 x=l 
= 
3x-y=0 y=3. 


Vậy đ, cắt đ, tại điểm (1 ; 3). 


Tàn... 5B... 
2 để +bể a5 +bộ 1+4.J9+1 5/2 42 


uø VẤN đỀ 4 


Khoảng cách từ một điểm đến một đường thẳng 


1. Phương pháp 
e Để tính khoảng cách từ điểm MẹạGŒ: yụ) đến đường thẳng A : ax + by+c=0 
- ta dùng công thức 
4x, +by +c 
20w,,A)= S0 t3 tệ) ụÊ 3g + 
L2,,2 
a“+b 


se Nếu đường thẳng A : ax + by + e = 0 chia mặt phẳng ÓOxy thành hai nửa 
mặt phẳng có bờ là A, ta luôn có : 


— Một nửa mặt phẳng chứa các điểm Mi (x¡; y,) thoả mãn 
A(M,) =ax +by, +c>0; 


— Nửa mặt phẳng còn lại chứa các điểm M, (x ) thoả mãn 


2? 32 
A(M.) =ãx, +by, +c<0. 

e Cho hai đường thẳng cắt nhau A,, A. có phương trình : 
Á, :ax+biy+ei =0 


A;:ax+b.y+c, =0. 
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Gọi đ và đ” là hai đường thẳng chứa đường phân giác của các góc tạo bởi hai 
đường thẳng A;¡ và A.. 


Ta có : Wf&;vìe dt) 
lax+by+ej|_ |a,x+b,y+e;| 


©d4(M, A )=d(M, A,) © ———— 
: F (4£ + j4 +bỷ 


Vậy phương trình của hai đường phân giác của các góc hợp bởi A,và A, l: 


ax+by+Q — +42 x+b ax+bÐy+C, 
NLn +Ð w. +h 
2. Các ví dụ 
S“Í vi dụ 1. Tính khoảng cách từ điểm đến đường thẳng được cho tương ứng 


F 


như sau : 
a)A(3;5) và A:4x+3y+1=0; 
b)B(1;2) và A':3x—-4y+1=0. 


GIẢI 
J4.3+3.5+l| 28 
a) Ta có 4(A, A)= ———————=_—.. 
vi6+9 5 

3.1—4.2+1 
b) d(B, A') = D1021 7 
9+l16 5 


tí Ví dụ 2. Cho đường thẳng A : x— y + 2 = 0 và hai điểm O(0 ; 0), A(2 ; 0). 
a) Chứng tỏ rằng hai điểm A và O nằm về cùng một phía đối với đường - 
thẳng A. 

b) Tìm điểm Ơ đối xứng của O qua A. 
c) Tìm điểm M trên A sao cho độ dài của đoạn gấp khúc OMA ngắn nhất. 
GIẢI | 
a) Ta có A(4)=2—-0+2=4>0 
A(0)=0-0+2=2>0. 


BTHH10- À I29 
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Vậy A và Ó nằm về cùng một phía đối với đường thẳng A. 


b) Gọi đ là đường thẳng đi qua Ø và vuông góc với A tại #ï. Phương trình 
tham số của đ là [j =I 
y=~t. 

Vì H e đnên toạ độ của H có dạng (x„,; —x,,). 
Mặt khác : H e A — xu T— (—x„) + 2 = Ô > x„ =—]. 
Vậy H có toạ độ là (— 1; l). 
Vì H là trung điểm của ÓỞ' nên x„. =2x,, =~2 

| Miễn 2y„ =2. 
Vậy Ó“ có toạ độ là (— 2 ; 2). 
©) Ta có ÔM + MA = Œ'M + MA. 


Độ dài của đoạn gấp khúc ØM⁄A ngắn nhất > Ó', M, A thẳng hàng 
©>Ó^A cắt A tại M. 


Phương trình đường thẳng Ø“A là : x + 2y — 2 =0. 
Toạ độ của M(x ; y) là nghiệm của hệ phương trình 


x-y+2=0 3 
Ầ 

x+2y-2=0 4 

Ta 


; 2 4 NÓ XA 
Vậy điểm M[-5 ; $ thoả mãn yêu cầu đề bài. 


CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 

Lập phương trình tham số của đường thẳng đ trong mỗi trường hợp sau : 
a) đ đi qua điểm A(— 5 ; — 2) và có vectơ chỉ phương # = (4; — 3) ; 
b) đ đi qua hai điểm A(3 ; 1) và 8(2+A3 ; 4). 


9- BTHH†10-B 


3.2. 


3.3. 


3.4. 


3.5. 


3.6. 


3.7. 


3.8. 


3.9. 


x=2+2/ 


Cho đường thẳng A có phương trình tham số Ì —33¿ 


a) Tìm điểm M nằm trên A và cách điểm A(0 ; 1) một khoảng bằng 5. 


b) Tìm toạ độ giao điểm của đường thẳng A với đường thẳng x + y + 1 = 0. 
c) Tìm điểm M trên A sao cho AM ngắn nhất. 


Lập phương trình tổng quát của đường thẳng A trong mỗi trường hợp sau : 
a) A đi qua điểm M(I ; 1) và có vectơ pháp tuyến nú = (3; — 2); 


b) A đi qua điểm Á(2 ; = 1) và có hệ số góc k=~ : 


€) A đi qua hai điểm A(2 0) và B(0; — 3). 
Lập phương trình ba đường trung trực của một tam giác có trung điểm các 


cạnh lần lượt là M(- I1 ; 0), N4; 1), PÓ ; 4). 


Cho điểm M(I ; 2). Hãy lập phương trình của đường thẳng qua 4 và chắn 
trên hai trục toạ độ hai đoạn có độ đài bằng nhau. 

Cho tam giác ABC, biết phương trình đường thẳng AB : x - 3y + 11 =0, 
đường cao AH : 3x + 7y — 1Š = 0, đường cao BH : 3x — 5y + 13 =0. Tìm 
phương trình hai đường thẳng chứa hai cạnh còn lại của tam giác. 


Cho tam giác ABC có A(_- 2 ; 3) và hai đường trung tuyến : 2x— y + 1 =0 và 
x+y—-4=0. Hãy viết phương trình ba đường thẳng chứa ba cạnh của 
tam giác. 


Với giá trị nào của tham số mm thì hai đường thẳng sau đây vuông góc : 
Ai :mx+y+qd=0 và A,:x—y+m=02 


Xét vị trí tương đối của các cặp đường thẳng sau đây : 


lMMNn " , lê 
a) đ: và đ: 


y=2+4¡ y=2-Á4¡; 
b4: à  đ':2x+4y-10=0 

: V : — =U; 
) y=2+2¡ ? 


€) đ:x+y-2=0vàđ:2x+y-3=0. 
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3.10. 


3.11. 


3.12. 


3.13. 


3.14. 


13^ 


Tìm góc giữa hai đường thẳng : 
đi:x+2y+4=0 và d,:2x—-y+6=0. 


Tính bán kính của đường tròn có tâm là điểm /(I1 ; 5) và tiếp xúc với đường 
thẳng A : 4x— 3y + 1=0. 


Lập phương trình các đường phân giác của các góc giữa hai đường thẳng 
Ai:2x+4y+7=0 và A,:x—2y-3=0. 


Tìm phương trình của tập hợp các điểm cách đều hai đường thẳng : 
Ai :5x+3y-3=0 và A, :5x+3y+7=0. 


Viết phương trình đường thẳng đi qua điểm M(2 ; 5) và cách đều hai điểm 
A(-1; 2) và 8G ; 4). 


§2. PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG TRÒN 


CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ 
1. Phương trình đường tròn (h.3.3) 


e Phương trình đường tròn tâm 
la; b), bán kính È là : 


(x-a)`+(y—Đ) = RẺ. 
e Nếu z +b”-c>0 thì phương 


trình x2+y7—2ax—2by+c=0 là 
phương trình của đường tròn tâm Hình 3.3 


la; b), bán kính R= \a” +bŸ —c. 


e Nếu đˆ + bˆ — c = 0 thì chỉ có một điểm /(z ; b) thoả mãn phương trình 


x°+yˆ— 2axT— 2by + c =0. 


e Nếu đ” + bˆ — c < 0 thì không có điểm ÄM(x ; y) nào thoả mãn phương trình 


V? + yˆ— 2axT— 2by + c= 0. 


2. Phương trình tiếp tuyến của đường tròn 
Tiếp tuyến tại điểm 4⁄¿(xạ; yạ) của đường tròn tâm /(2 ; b) có phương trình : 


xạ =2) xạ)+(Ö ~)Ó~yạ) =0. 


B._. DẠNG TOÁN CƠ BẢN 


u# VẤN đề † 


Nhận dạng một phương trình bậc hai là phương trình đường tròn. Tìm tâm 
và bán kính đường tròn 
1. Phương pháp 
Cách 1 : — Đưa phương trình về dạng : 
x°+y” —2ax— 2by + c=0. (1) 


— Xét dấu biểu thức m = a7 + b” —c. 
- Nếu 7z > 0 thì (1) là phương trình đường tròn tâm /(2 ; b), bán kính 
R= da? +bŸ =c. 
Cách 2 : - Đưa phương trình về dạng 
(x~a)`+(y—b)” =m. (2) 
~ Nếu m > 0 thì (2) là phương trình đường tròn tâm /{2 ; b), bán kính 


R=lm. 


2. Các ví dụ 


l5 Ví dụ 1. Trong các phương trình sau, phương trình nào biểu diễn đường tròn 2 
Tìm tâm và bán kính nếu có : 


a) x2+yˆ — 6x + 8y + 100 =0 (1) 
b) x2+yˆ +4x—6y—-12=0 (2) 
c) 2x2+2y2 -4x+8y—-2=0. (3) 
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GIẢI 
a) (1) có đạng x°+y ~ 2ax — 2by + c =0, với a= 3, b=— 4, c= 100. 
Ta có ø” +b”—e=9 + 16~— 100 <0. 
Vậy (1) không phải là phương trình của đường tròn. 


b) (2) có dạng x” + y”— 2ax- 2by+c=0,với a=—~2,b=3,c=-12. 


Ta có ø”+b“=c =4+9+12=25 >0. 
Vậy (2) là phương trình của đường tròn tâm là điểm (~2 ; 3), bán kính bằng 


\a?+b?-c =5. 
c) Ta có : (3)> x°+y“ -2x+4y—1=0< (x—1Ÿ+(y+2)“ =6 
« (x-I}`+(y+2)” =6) 


Vậy (3) là phương trình của đường tròn tâm là điểm (1 ; -2), bán kính 
bằng x6. 


lSSiÊ Ví dụ 2. Cho phương trình x?+ y7 — 2mx + 4my + 6m — 1 =0. (1) 
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a) Với giá trị nào của m thì (1) là phương trình của đường tròn ? 
b) Nếu (1) là phương trình của đường tròn hãy tìm toạ độ tâm và tính bán 
kính đường tròn đó theo m. 


GIẢI 
a) (1) có đạng xh+y ~ 2ax — 2by + c =0 với a =m, b= ~ 2m, c = 0m - Ì. 
(1) là phương trình của đường tròn khi và chỉ khi a7 +ˆ —c >0, mà 
a7? +b“—c>0 © m” +4m” ~ 6m +1 >0 


© 5m” —6m+1>0 
l 
m<—= 
=> 5 


m>]. 
b) Khi m < | vn > 1 thì (1) là phương trình của đường tròn tâm /{n ; — 2m) 


và có bán kính R= 5m -6m +]. 


lập phương trình của đường tròn 


1. Phương pháp 

Cách 1 - 

— Tìm toa độ tâm /(z ; b) của đường tròn () ; 

~ Tìm bán kính # của () ; 

- Viết phương trình () theo dạng (x—a)ˆ +(y—b)” = RŸ. (1) 
Chú ý 

- (€ ) đi qua A, B  IA? =1BŸ = RẺ. 

~ () đi qua A và tiếp xúc với đường thắng A tại A © IA = đỢ, A). 

- () tiếp xúc với hai đường thẳng A¡ và A, ©đ(, A,) =đŒ, A,)=R. 

Cách 2 - 

- Gọi phương trình của đường tròn () là x + y” -2ax—2by+c=0_ (2) 

— Từ điều kiện của đề bài đưa đến hệ phương trình với ẩn số là ø, b, c. 


~ Giải hệ phương trình tìm a, ở, c thế vào (2) ta được phương trình đường 


tròn (€ `). 


2. Các ví dụ 

ISSIÊ Ví dụ 1. Lập phương trình của đường tròn ( 7) trong các trường hợp sau : 
a) (€) có tâm /{~ 1 ; 2) và tiếp xúc với đường thẳng A : x— 2y + 7 =0; 
b) (€Ý) có đường kính là AB với A(1 ; 1), B(7 ; 5). 


GIẢI 

|[1I-4+7| 2 
a) Ta có R= đ(I,A) =—————— =-=. 
M+4 45 


Vậy phương trình của () là: (x+1)Ÿ +(y-2)Ÿ == 
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b) Tâm / của ( €) là trung điểm của AB. 


XuTXp l+7 


Ta có : Xr= =——=Á4 
2 2 
_ZA Tp _l+5 _ 
HT cˆ 


Do đó : 7A = 41-4) 2+(1—3)2 =3. 


Vậy phương trình của (#) là : (x-4)" +(y-3)' =13. 


E# Ví dụ 2. Viết phương trình đường tròn đi qua ba điểm A(1 ; 2), B(5 ; 2), C(1 ; — 3). 
GIẢI 
Xét đường tròn (€ ) có dạng x” + yˆ`— 2ax— 2by + c = 0. 


(€?) đi qua A, B, C khi và chỉ khi 


1+4-2a—4b+c=0 2a+4b—c=5 a=3 
25+4—10a—-4b+c=0 <© 4l0a+4b—-c=29 b=~2 
I+9—2a+6b+c=0 2a—6b-c=l0 c=-] 


Vậy phương trình đường tròn đi qua ba điểm A, B, C là : 


x'+y? —6x+y—]1=0. 


U68 VẤN đề 7 


Lập phương trình tiếp tuyến của đường tròn 


1. Phương pháp 
Loại ï. Lập phương trình tiếp tuyến tại điểm Ä, (xạ; yạ) thuộc đường tròn (`). 


— Tìm toạ độ tâm /(2 ; b) của (`). 
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— Phương trình tiếp tuyến với (€7) tại Mẹ (xạ ; yạ) có dạng : 


Œxạ =đ)(x~xạ)+Oạ —B)(y~ yạ) =0, 


Loại 2. Lập phương trình tiếp tuyến A với ( `) khi chưa biết tiếp điểm : 
Dùng điều kiện tiếp xúc để xác định A : 
A tiếp xúc với đường tròn (2) tâm ?, bán kính ® © đ(1, A) = Ñ. 


2. Các ví dụ 
KW Ví dụ 1. Viết phương trình tiếp tuyến với đường tròn 
(€): (x-1ˆ+(y+2)2=25 
tại điểm Mạ (4 ; 2) thuộc đường tròn (7). 
GIẢI 


() có tâm là điểm (1 ; - 2). Vậy phương trình tiếp tuyến với (2) tại 
Mẹ(4; 2) có dạng : 


(xạ T~4⁄(X~ xạ)+Øg —ð)Œ~ yạ)=0 


© (4- )Œ-~ 4) +(2+ 2) — 2) =0 © 3x + 4y— 20 =0. 


K8 Ví dụ 2. Lập phương trình tiếp tuyến với đường tròn 
(€): x2+yˆ—4x—2y =0. 
Biết rằng tiếp tuyến đi qua điểm A(3 ; — 2). 
GIẢI 
Phương trình của đường thẳng A đi qua A(3 ; — 2) có dạng 
| y+2=k@~3) ©kx—y—2~— 3k =0. 


() có tâm (2; 1) và có bán kính R=z7+b?—c =A4+1—0 =5. 


2k—1—-2—3k 
A tiếp xúc với (® ) © đ(1, A)=R © ca 
k“đ+] 
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© (3+k)ˆ =5(k” +1) © 4k” ~6k—4=0<© = 


Vậy có hai tiếp tuyến với (€) kể từ A là: A, :2x-y-8=0; 


A›; :ưx+2y+1=0. 


(Eƒ' Ví dụ 3. Viết phương trình tiếp tuyến A với đường tròn 

(): x2+yˆ -4x+6y+3=0 

biết rằng A song song với đường thẳng d : 3x — y + 2006 = 0. 

GIẢI 

(€) có tâm /(2 ; - 3) và bán kính #=A10. 

Phương trình của đường thẳng A song song với đ có dạng : 
A:3x-y+c=0. 

A tiếp xúc với (`) khi và chỉ khi 
dự, A)=R.© E+3+|_ Jg e lc+9|=10 lh 


V9+1 ¬19. 


Vậy phương trình của A là 3x—-y+1=0 hay 3x-y_—-19=0. 


C. _ CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 
3.15. Trong mặt phẳng Oxy, hãy lập phương trình của đường tròn (7) có tâm là 
điểm (2 ; 3) và thoả mãn điều kiện sau : 
a) (€) có bán kính là 5 ; b) (€) đi qua gốc toa độ ; 
_e) (€) tiếp xúc với trục Óx ; d) (`) tiếp xúc với trục Óy ; 
e) (£) tiếp xúc với đường thẳng A : 4x + 3y — 12 = 0. 
3.16. Cho ba điểm A(1 ; 4), B(— 7 ;4), C(2; — 5). 
a) Lập phương trình đường tròn (`) ngoại tiếp tam giác ABC ; 
b) Tìm tâm và bán kính của (`). 
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3.17. 


3.18. 


3.19. 


3.20. 


3.21. 


3.22. 


3.23. 


Cho đường tròn (Ý) đi qua hai điểm A(-1 ; 2), 8(—2 ; 3) và có tâm ở trên 
đường thẳng A : 3x~— y + 10 = 0. 
a) Tìm toạ độ tâm của () ; 
b) Tính bán kính # của (f ); 
c) Viết phương trình của (`). 
Cho ba đường thẳng A, : 3x+ 4y~ 1=0 
As:4x+3y—8=0 
d :2x+y-1=0, 
a) Lập phương trình các đường phân giác của các góc hợp bởi A, và A.. 
b) Xác định toạ độ tâm 7 của đường tròn () biết rằng 7 nằm trên đ và ( ) 
tiếp xúc với A, Và A.. 
c) Viết phương trình của ( `). 
Lập phương trình của đường tròn (`) đi qua hai điểm A(1 ; 2), 8Q ; 4) và 
tiếp xúc với đường thẳng A : 3x + y — 3 =0. 
Lập phương trình của đường tròn đường kính Að trong các trường hợp sau : 
a) A có toạ độ (— 1; l), 8 có toạ độ (5; 3); 
b) A có toạ độ (— I ; — 2), 8 có toạ độ (2 ; 1). 
Lập phương trình của đường tròn (`) tiếp xúc với các trục toạ độ và đi qua 
điểm M(4 ; 2). 
Cho đường tròn (€) : x” + y” - x—7y =0 và đường thẳng đ: 3x + 4y — 3 = 0. 
a) Tìm toa độ giao điểm của (`) và (4). 
b) Lập phương trình tiếp tuyến với () tại các giao điểm đó. 
c) Tìm toạ độ giao điểm của hai tiếp tuyến. 
Cho đường tròn () : x” + y”~ 6x + 2y + 6 = 0 và điểm A (1 ; 3). 
a) Chứng tỏ rằng điểm A nằm ngoài đường tròn ( ). 
b) Lập phương trình tiếp tuyến với ( ') xuất phát từ điểm A. 
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3.24. 


3.25. 


3.26. 


3.27. 
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Lập phương trình tiếp tuyến A của đường tròn () : x”+ y -6x+2y=0 
biết rằng A vuông góc với đường thẳng đ: 3x — y + 4 = 0. 

Cho đường tròn (€) : (x + 1)?+ (y — 2)2 = 9 và điểm M2; —1). 

a) Chứng tỏ rằng qua M ta vẽ được hai tiếp tuyến A; và A; với ('). Hãy 
viết phương trình của A, và A.. 

b) Gọi M, và M, lần lượt là hai tiếp điểm của A, và A„ với (`), hãy viết 
phương trình của đường thẳng đ đi qua M, và À,. 

Viết phương trình tiếp tuyến của đường tròn (S) có phương trình 
xŸ + y” — 8x — 6y = 0 biết rằng tiếp tuyến đó đi qua gốc toạ độ Ó. 


Cho hai đường tròn (€ )) : x” + y”— 6x + 5 =0 

và (f?):x”+y“— 12x - 6y + 44 =0. 
a) Tìm tâm và bán kính của (€,) và (;). 

b) Lập phương trình tiếp tuyến chung của (€,) và (;). 


§3. PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG ELIP 


CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ 
1. Trong mặt phẳng Oxy cho hai 
điểm h.Cc;0), FE(c; 0) và độ 
dài không đổi 2ø (z > e > 0). 
Elip (E) là tập hợp các điểm M 
sao cho F\M + F,M = 2a 
(h.3.4). Ta có thể viết : 


(E)= (M 1 RM+F,M =2aÌ. 


2. Phương trình chính tác của elip (E) là: + =1 (4Ï=ø?+c?), 


3. Các thành phần của elip (E) là : 

— Hai tiêu điểm : hCc;0) F(c; 0); 

— Bốn đỉnh : A(~a;0), A,(4;0), 
B,(0;—b), B,(0;Ð); 


- Độ dài trục lớn: AA, =2 ; 
— Độ dài trục nhỏ : 8,B, =2b ; 


— Tiêu cự : l =2c (h.3.5). Hình 3.5 


4. Hình dạng của elip (E) : 

— (E) có hai trục đối xứng là Óx, Øy và có tâm đối xứng là gốc toạ độ ; 

— Mọi điểm của elip (E) ngoại trừ bốn đỉnh đều nằm trong hình chữ nhật có 
kích thước 2a và 2b giới hạn bởi các đường thẳng x = + a, y = + b. Hình chữ 
nhật đó gọi là hình chữ nhật cơ sở của elip. 


B... DẠNG TOÁN CƠ BẢN 


U8 VẤN để T 


lập phương trình chính tắc của một elip khi biết các thành phần đủ dễ 
xác định elip đó 


1. Phương pháp 


— Từ các thành phần đã biết, áp dụng công thức liên quan ta tìm được 
-_ phương trình chính tắc của elip. 


~ Lập phương trình chính tắc của 
elip theo công thức : 
2 


2 
x* 
(E): +? =1. 


a b 
— Ta có các hệ thức (h.3.6): 
e0<b<a 
ec?=a ˆ-bˆ 


Hình 3.6 


II 


e F,F, = 2c (tiêu cự) 

® A.A; = 2a (độ dài trục lớn) 

e B,B, = 2b (độ dài trục nhỏ) 

se MU c(E) ©F)M + F,M = 2a. 


— Ta có toạ độ các điểm đặc biệt của elip (E) : 
e Hai tiêu điểm : F,(—c ; 0), F;(e ; 0) 
e Hai đỉnh trên trục lớn : A¡(—z; 0), A;(2 ; 0) 


e Hai đỉnh trên trục nhỏ : B,(0 ; —ð), B;(0 ; ð). 


2. Các ví dụ 


&wW Ví dụ 1. Lập phương trình chính tắc của elip (E) trong mỗi trường hợp sau : 
a) Độ dài trục lớn bằng 10 và tiêu cự bằng 6 ; 


b) Một tiêu điểm là điểm (-v3 0) và điểm „ Šj nằm trên elip. 


GIẢI 
a) Ta có 2a = 10 suy raa=5,2c=6=—>c=3 
b“=a”“—=c” =25—9=16. 


2 2 


Vậy phương trình chính tắc của elip (E) là: _+”— =1. 


25 16 _ 


2 2 
b) Phương trình chính tác của (E) có dạng “—+”_ =1. 
a“ b 


Vì (E) có một tiêu điểm h (—v3: 0| nên c= 3. Ta có : 


hị Š] c(E)= -}+— =1 Œ) 
2 a b 
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+5 =1 © 4b2+3(b2+3)=4b2(bŸ +3) 


Thế (2) vào (1) ta được 5 5 
bˆ+3 4b 


© 4b“ +5b”—9=0  bˆ =1. 


Từ (2) suy ra a? =4. 


2 2 
Bộ 


Vậy phương trình chính tắc của elip (E) là : n tˆT=I. 
&# Ví dụ 2. Lập phương trình chính tắc của elip (E) trong mỗi trường hợp sau : 
a) Một đỉnh trên trục lớn là điểm (3 ; 0) và một tiêu điểm là điểm (-2 ; 0) ; 
z] 


b) (E) đi qua hai điểm M(0 ; 1) và N. :Ƒ 


GIẢI 
a) Ta có a=3;c= 2. 
Suyra b=a7-c°=9-4=5. 
Vậy phương trình chính tắc của elip là : 


v2 v2 
—+—=I. 
9 5 
b) Phương trình chính tắc của (E) có dạng : 
x2 y2 
—+~ =l 
a* bŸ 


Do (#) đi qua hai điểm M(O ; 1) và vị : S) nên thay toạ độ của Ä⁄ và N 


vào phương trình của (E) ta được : 


2 2 
Vậy phương trình chính tắc của elip (E) là : — t =1, 
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U8 VẤN để 2 


— Hai tiêu điểm : h.(c;0),E (c;0) 


Xác định các thành phần của mệt elip khi biết phương trinh chính tắc của 
clip đó 


1. Phương pháp 


k9) 


2 
Các thành phân của elip (E): “=+*> = 1 (3.7): 
aT b 
— Trục lớn của (E) nằm trên Óx, AA; =24; 


— Trục nhỏ của (E) nằm trên Óy, B.B, = 2b; l4 


" L2 ,2 
VỚI c=Wa“—ồ” ; 


— Tiêu cự : hE =2c; 


- Bốn đỉnh : A (a; 0), A, (a; 0), | 
B.(0;—?), B,(0; 0); 


Hình 3.7 


2 „ỐC 
~ Tỉ số — <1; 
a 


— Phương trình các đường thẳng chứa các cạnh của hình chữ nhật cơ sở là : 
x=‡4a;y=‡3+b. 


2. Các ví dụ 


lSSIÊ Ví dụ 1. Xác định độ dài các trục, toạ độ các tiêu điểm, toạ độ các đỉnh và 


144 


. „ ¬_. 
vẽ ell có phương trình ——+ — =1. 
p (E) cóp 9 25 9 


GIẢI 


h2 


2 2 

a =25 =5 
Phương trình (E) có dạng : “+” =]. Podo:| `. 
b = 


R 


|2 2 
C=Nữứ -b ` =4, 


Vậy (E) có : 
— Trục lớn : AA, = 2a = l0; 


- Trục nhỏ : 8B, =2b=6; 


~ Hai tiêu điểm : #(—4; 0), 14; 0); 


- Bốn đỉnh : A5 ;0), A,@ ;0), 


Hình vẽ của (E) như hình 3.8. 


&f Ví dụ 2. Cho elip (E) có phương trình 


X_„ŸƑ -Ị, 
100 36 
Hãy viết phương trình đường tròn (€) có đường kính là F;FƑ; trong đó F¡ và 


F, là hai tiêu điểm của (E). 


GIẢI 
x? 2 
Phương trình (E) có dạng “—+“~ =1. 
a b 


Tacó 4 “= 100, b”=36. 
Suy ra c?=a”— bˆ= 64 
c =8. 
Đường tròn đường kính F,#; có tâm là gốc toạ độ và có bán kính R = c = 8. 
Vậy phương trình của () là : x” + y = 64. 


I8 VẤN đỀ Z 


Diểm di động trên một elip 
1. Phương pháp | 
Để chứng tỏ điểm M di động trên một elip ta có hai cách (h.3.9) : 
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10- BTHH10- À 


Cách 1 : Chứng minh tổng khoảng cách 
từ M⁄ đến hai điểm cố định tì, F, là 
một hằng số 24 (FF. < 2a). 

"Khi đó M di động trên elip (E) có hai 
tiêu điểm F,, F; và trục lớn là 24. 
Cách 2 : Chứng minh trong mặt phẳng 
toạ độ Óxy điểm M(zx ; y) có toạ độ thoả 
mãn phương trình: Hình 3.9 


y 
+— =l 
a* b 
với a, b là hai hằng số thoả mãn 0 < b < đ. 


2. Các ví dụ 
ŠÏ ví dụ 1. Cho hai đường tròn đ,(Œ: Rj) và #.(F; ; R,). (6) nằm trong 
(@,) 
tiếp xúc ngoài với (€,) và tiếp xúc trong với (ˆ..). Hãy chứng tỏ điểm M di 


và F; # F... Gọi M là tâm của đường tròn ( #7) thay đổi nhưng luôn 


động trên một elip. 
GIẢI 
Ta có MF =R+R; MF, =R ,-R. 
| suyra Mĩ, +ME =R+R. 
Vậy M di động trên elip có hai tiêu điểm là †¿ và F và có trục lớn là 


2a= R+R. 


EÏ' Ví dụ 2. Trong mặt phẳng toạ độ Oxy cho điểm M(x ; y) di động có toạ độ 
luôn thoả mãn 


x =5CoSf 
y =4sinf 


trong đó f là tham số thay đổi. 
Hãy chứng minh điểm M di động trên một ellip. 
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3.29. 


3.30. 


3.31. 


3.32. 


2 
=5 Ễ =cosi —=C0OS  í c2 v2 
Tacó: T _ 3 > 2 2s te F 
y=4sm/ 3 —sing X” — n2y 
4 16 
x2 v2 
Vậy Mí di động trên elip có phương trình là : 2s 1c = 


CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 

Viết phương trình chính tắc của elip (E) trong mỗi trường hợp sau : 
a) Độ đài trục nhỏ bằng 12 và tiêu cự bằng l6 ; 

b) Một tiêu điểm là (12 ; 0) và điểm (13 ; 0) nằm trên elip. 


Tìm tọa độ các tiêu điểm, các đỉnh, độ đài các trục của mỗi elip có phương 
trình sau : 


a) 4x” +9y” =36; _ b) x°+4y? =4. 
Cho đường tròn Ấ“ (Ƒ; 22) cố định và một điểm #; cố định nằm trong (4). 


Xét đường tròn di động (“ ) có tâm M. Cho biết (€ ) luôn đi qua điểm Ƒ; và 
(ý ) luôn tiếp xúc với (ˆ.). Hãy chứng tỏ Ä/ di động trên một elip. 


Trong mặt phẳng toạ độ Oxy cho điểm Ä⁄(x ; y) đi động có toạ độ luôn thoả 
mãn 

x=7cosí 

y=5sin/ 


Trong đó ¿ là tham số. Hãy chứng tỏ Ä⁄ đi động trên một elip. 


Viết phương trình chính tắc của - trong các trường hợp sau : 


a) Độ dài trục lớn bằng 26 và tỉ số — — bằng ¬i 
b) Tiêu điểm Ƒ)(6 ; 0) và tỉ số — bằng : : 
4 
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3.33. 


3.34. 


3.35. 


3.36. 


3.37. 


3.38. 
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Viết phương trình chính tắc của elip (E) có hai tiêu điểm là Ƒ; và Ƒ; biết 


a) (E) đi qua hai điểm MÍ4 : s] và x : Š] : 


: 3 4 : 
b) (È) đi qua v{ và tam giác MF};F; vuông tại Mí. 


5 ` V5 
Cho elip (E) : 9x7 + 25y” = 225. | 
a) Tìm toạ độ hai tiêu điểm Ƒ¡, #F; và các đỉnh của (E). 
b) Tìm điểm ÄM⁄ e (E) sao cho M nhìn F;Ƒ; dưới một góc vuông. 


2.2 
Cho elip (E): ra =] (0<b< a). Tính tỉ số Ý trong các trường hợp sau : 
a 


a) Trục lớn bằng ba lần trục nhỏ ; 

b) Đỉnh trên trục nhỏ nhìn hai tiêu điểm dưới một góc vuông ; 

c) Khoảng cách giữa đỉnh trên trục nhỏ và đỉnh trên trục lớn bằng tiêu cự. 
Cho elip (E) : 4x? + 9y? = 36 và điểm ẤM(1 ; 1). Viết phương trình đường 


thẳng (2) đi qua M và cất (E) tại hai điểm A và Ö sao cho M⁄ là trung điểm 
của AB. 


CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP ÔN TẬP CHƯƠNG II 


Cho ba điểm A(2 ; 1), 8(0 ; 5), C(— 5 ; — 10). 

a) Tìm toạ độ trọng tâm Ớ, trực tâm ÖH và tâm 7 đường tròn ngoại tiếp tam 
giác ABC. 

b) Chứng minh ?, Ớ, H thẳng hàng. 

c) Viết phương trình đường tròn ngoại tiếp tam giác AĐC. 


x=2-3¡ 
y=t. 

a) Hai điểm A(—7 ; 3) và B(2 ; 1) có nằm trên A không ? 
b) Tìm toạ độ giao điểm của A với hai trục Óx và Ôy. 

c) Tìm trên A điểm Ä⁄ sao cho đoạn BM ngắn nhất. 


Cho đường thẳng A có phương trình tham số 


3.39, 


3.40. 


3.41. 


3.42. 


3.43. 


3.44. 


3.45. 


Cho hình chữ nhật ABCD. Biết A ; 0), B3 ; _3) và phương trình đường 
thẳng chứa cạnh CD : x + 2y - 8 = 0. Tìm phương trình các đường thẳng 
chứa các cạnh còn lại. 

Trong mặt phẳng Oxy cho đường thẳng A : x— y + 2 = 0 và điểm AQ ; 0). 
a) Chứng minh rằng hai điểm A và Ó nằm về cùng một phía đối với đường 
thẳng A. 

b) Tìm điểm M trên A sao cho độ dài đường gấp khúc OMA ngắn nhất. 

Cho ba điểm AQ@ ; 5), B2 ; 3) và C(6 ; 2). 

a) Viết phương trình đường tròn (ý) ngoại tiếp tam giác ABC. 

b) Hãy xác định toạ độ của tâm và bán kính của (). 


Cho phương trình x” + y” -2mx — 40w — 2) y + 6— m = Ô. () 


a) Tìm điều kiện của m để (1) là phương trình của đường tròn, ta kí hiệu 
là (Cz). 
b) Tìm tập hợp các tâm của (C„) khi z thay đổi. 
Lập phương trình chính tắc của elip (E) trong mỗi trường hợp sau : 
a) Một đỉnh là (0 ; — 2) và một tiêu điểm là (—1 ; 0); 
3 . 


b) Tiêu cự bằng 6, tỉ số < bằng s; 
4 


2.2 
Cho elip (Ƒ) : 2? = I và đường thẳng A thay đổi có phương trình tổng 


quát Ax + By + C = 0 luôn thoả mãn 25A” + 98 = C?. Tính tích khoảng 
cách từ hai tiêu điểm Ƒ¡, F; của (E) đến đường thẳng A. 


Cho elip (E) : x” + 4y” = 16. 
a) Xác định toạ độ các tiêu điểm và các đỉnh của elip (F). 


XÃ . TH 1 ` z 
b) Viết phương trình đường thắng A đi qua điểm Xí h ; 3 và có vectd 


_ pháp tuyến ø =(1; 2). 


c) Tìm toa độ các giao điểm A và B của đường thẳng A và \ elip (È). Chứng 
minh MA = MB. 
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3.46. 


3.47. 


3.48. 


3.49. 


3.50. 
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CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM 


Cho ba điểm A(I1 ; 4), B@ ; 2), C(5 ; 4). Toạ độ tâm đường tròn ngoại tiếp 
tam giác ABC là 
3 
(A)@;5) (B) li ) 
(Œ) (9; 10) (D)@; 4). 


Cho đường thẳng A có phương trình tham số 


|y=s—1; 
2 
y=-3+3i. 
Một vectơ chỉ phương của A có toạ độ là 
1 
(A)(1;9) ®| 5:3) 
(QO(Š;-3) (D) (5; 3) 


Lập phương trình đường thẳng A song song với đường thẳng 
đ: 3x — 2y + 12 =0 và cắt Óx, Óy lần lượt tại A, 8 sao cho AB = v13. Ta 
được kết quả là : 

(A)3x-2y+12=0; (B)3x—2y—- 12=0; 

(C)6x—-4y— 12=0; (@D)3x-— 4y— 6=0. 


Trong các điểm có toạ độ sau đây, điểm nào nằm trên đường thẳng A có 
phương trình tham số 


xe=í 
y=2-£? 


(A)đ; 1) (B)(0;-~2).. 

(@q;-]D (D)CI; ]). 

Đường thẳng đi qua điểm M(I ; 2) và song song với đường thẳng 
đ: 4x + 2y + 1 =0 có phương trình tổng quát là : 

(A)4x+2y+3=0; (B)2x+y+4=0; 
(Œ2v+y-4=0; (D)x—2y+3=0. 


3.51. Cho đường thẳng đ có phương trình tổng quát : 3x + 5y + 2006 = 0. Trong 
các mệnh đề sau, mệnh đề nào sai ? 


(A) đ có vectơ pháp tuyến ø = (3; 5); 

(B) đ có vectơ chỉ phương j= (S;-3); 

(C) đ có hệ số góc k = : ; 

(Ð) đ song song với đường thẳng 3x + 5y = 0. 


3.52. Hình chiếu vuông góc của điểm M(I ; 4) xuống đường thẳng A : x— 2y + 2 =0 
có toạ độ là 


(A)@;0); (B) (0; 3); 
(€@Q(2;2); - (@D)@;-2). 
3.53. Đường thẳng đi qua hai điểm A(1 ; 1), 8(2 ; 2) có phương trình tham số là : 

x=l+f x=l+t 

(A) Œ@®) 
x=2+2i x=íf 

( { ®Ð | 
y=l+t; y=í 


3.54. Đường tròn (C) có tâm là gốc (0 ; 0) và tiếp xúc với đường thẳng 
A: 8x +6y +100 = 0. Bán kính của đường tròn (C) là : 


(A)4; (B)6; 

(O8; (D) 10., 
3.55. Góc giữa hai đường thẳng : A¡ :x + 2y +4=0 

As:x—3y+6=0 

có số đo là : 

(A) 30”; (B) 602 ; 

(C) 45” ; (D) 23912'. 
3.56. Cho hai đường thẳng A; và A; lần lượt có phương trình x - y = 0 và 

v3x~y=0. Góc giữa A¡ và A; có số đo là 

(A) 302; (B) 15”; 

(C 45” ; (D) 757. 


15] 


3.57. Phương trình nào trong các phương trình sau đây không là phương trình 
đường tròn ? 


(A) xÈ+y`—4=0; 
(B) xẰ+y +x+y+2=0; 
(C xẰ+y'+x+y=0; 
(D) xỞ+yŸ~2x—2y+1=0. 
3.58. Cho 3 điểm A(-2 ; 0), B(12 ;⁄2), CÓ ; 0). Đường tròn ngoại tiếp tam 
giác ABC có phương trình là: 
(A) xÈ+y`-4.=0; 
(B) x*+y`—4x +4=0; 
(C) x +yˆ+4x-4y +4=0; 
(D) xŠ+yŸ=2. 


3.59. Cho hai điểm A@ ; 0), B(O ;4). Đường tròn nội tiếp tam giác OAB có phương 
trình là 


(A) xỞ+y” =1; 

(B) xÌ+y” =2; 

(C) xh+y?°—~2x-2y +1=0; 

(D) x°+y°—6x—8y+ 25 =0. 
3.60. Cho hai đường tròn: ˆ 

(Cj):x7+y“+2x—6y+6=0 

(C/):x)+y?~4v+2y~4=0, 


Tìm mệnh đề đúng trong các mệnh đề sau : 
(A) (C) cắt (C,) ; 

(B) (C,) không có điểm chung với (C.): 
(C) (C,) tiếp xúc trong với (C,); 

(D) (€,) tiếp xúc ngoài với (C,). 


3.61. 


3.62. 


3.63. 


3.64. 


3.65. 


3.66. 


Tiếp tuyến với đường tròn (C) : x +y? = 2 tại điểm Mẹ(I ; 1) có phương 
trình là : 

(A) x+y-2=0; (B) x+y+1=0; 

(CO) 2x+y-3=0; (@D) x-y=0. 


Số đường thẳng đi qua điểm MG ; 6) và tiếp xúc với đường tròn 


_(:(x~Ï+@-—2) =1là 


(A)0 (B)1 
(@@) 2 (D) 3. 


Có bao nhiêu tiếp tuyến với đường tròn (C) : x”+y“—8x—4y= 0 đi qua 
gốc toạ độ ? 

(A)0 (B) 1 

(C)2 (D) 3. 


Cho elip (E) có hai tiêu điểm là F, F; và có độ dài trục lớn bằng 2ø. Trong 
các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng ? 


(A)2a=FJF; ; ` (B) 2a > FịF;; 
(C) 2a< FịF;; (D) 4a = FiF¿. 
v2 v2 
Một elip (E) có phương trình chính tắc “—+”— =1. 
a b 
Gọi 2c là tiêu cự của (E). Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng ? 
(A) c?=a“+b”; (B) bˆ=aˆ°+c”; 
(@ a?=bˆ+c”; (D)c=a+b. 
Cho điểm #⁄(2 ; 3) nằm trên đường elip (E) có phương trình chính tắc : 
2 2 
= + =1. Trong các điểm sau đây điểm nào không nằm trên elip (E) : 
b 
(A)M\(-2;3) (B) M;(2 ; -3) 
(© M(~2 ; =3) (D),@G : 2). 
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3.67. 


3.68. 


3.69. 


3.70. 


3.71. 


3.72. 


I54 


2 2 
Cho elip (E) có phương trình chính tác 100” 36 = 1. Trong các điểm có 
toạ độ sau đây điểm nào là tiêu điểm của elip (E) ? 
(A)q0;0) : (B) @; 0) 
(@(4;0) (D) (8; 0). 


Cho elip (E) có tiêu điểm là Ƒ¡(4 ; 0) và có một đỉnh là A(5 ; 0). Phương 
trình chính tắc của (E) là 


x2 y x2 y 
..\ —+—-I]; B) —+ —=] h 
}5 16 €) 5.4 

2.2 

x *x 3 
€—+—=l; D) —+—=I1. 
@ 25.9 () 5 4 

2.2 

. xÃ.y ¬— ` _ 2.2 : ¬- 
Elip (E) : 211i và đường tròn (C) : x“ +y“ = 25 có bao nhiêu điểm 
chung ? 
(A)0; (B)1; 
(œ2; (D) 4. 


2 2 
Cho elip (È) : le” = 1 và đường thẳng A : y = 3. Tích các khoảng cách 


từ hai tiêu điểm của (E) đến A bằng giá trị nào sau đây ? 


(A) l6 ; (B)9; 

(O) 81; (D)7. 

Đường tròn đi qua ba điểm A(0 ; 3) ; 8(-3 ; 0) và C3 ; 0) có phương trình là 
(A)xJ+y =3; (B) x” + y” =6x =6y +9 =0; 


(C) xˆ + yˆ—6x + 6y= 0; (D) x + y°—9 =0. 


2 


Với giá trị nào của z thì đường thắng A : — m=0' tiếp xúc với 


đường tròn x7 + y” = 1 ? 
(A)m=1; (B)m=0; 


(@m= 42 ; (Đ)m= S2. 


HƯỚNG DẪN GIẢI VÀ ĐÁP SỐ 


_ §1. PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG THẮNG 


a)M(2+ 2t! ;3+'?)c<A. 
AM =5 © (2+20)°+(2+t) ` =25 


© 5! +12¡—- 17=0 <>¡=l vi = To 


Vậy M có toạ độ là (4 ; 4) hay T . Ý] 


b)M(2+2!;3+?)<A 
3đ: x+y+1=0 
Med<>2+2t+3+t+l=0<Ềi=-2. 
Vậy M có toạ độ là (— 2; 1). 


c) M(@2+20;3+r)<A 
AM =(2+21;2+0),u, =(2;1) 
Ta có : AM ngắn nhất © AM Lu, 


©22+2:)+(2+=0© r=~E: Vậy M có toạ độ là lễ: 1) 


a)3x—2y-1=0; 
b)y+1=~ TŒ~2) ®x+2y=0; 


c) 3x— 2y—6=0. 
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3.4... Gọi A;, A.,A; lần lượt là các đường trung trực đi qua M, N, P. 
Ta có : na =NP =(~2;3). 
Vậy A, có phương trình -2(x + L) + 3y=0 © 2x 3y + 2 =0. 
Ta có nạ, =MP =(3; 4). _ 
Vậy A. có phương trình 3+4) + 4~ 1)=0 © 3x + 4y~ 16 =0. 
Ta có na, = MN = (5; l). 
Vậy A; có phương trình 5(œx~2)+(y—-4)=0«©©5x+y- l4=0. 
3.5... Trường hợp ! :azOvàb+z0 
Phương trình A có dạng + =l.Ta có |a| =|0|. 
seb=a 
A có dạng : “+ =1: 
q dq 
MeAc Ty =Ị ©œa=3. 
q q 


Vậy A: 2†2ZlSx+y-3=0, 


e©ồ=_-ụqa 

A có dạng X+-* =Ị, 
a -a 

MeAc ¬.. ©a=-]. 
a -a 


Vậy A: Thun ©x-y+1=0. 


Trường hợp 2 :b=a=0 
A đi qua M⁄ và Ó nên có phương trình 2x — y = 0. 


3.6. Theo đề bài toạ độ của điểm A luôn thoả mãn hệ phương trình : 
x—3y=-II] x=-2 
© 
3x+7y=l5 ` |y=3. 
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3.7. 


3.8. 


Vì AC 1 BH nên AC có dạng 5x + 3y + c = Ö, ta có : 

A eAC<©-I0+9+c=0<c=I. 
Vậy phương trình đường thẳng chứa cạnh ÁC : 5x + 3y + 1 =0. 
Toạ độ của điểm B luôn luôn thoả mãn hệ phương trình : 


x—3y=-II x=4 
= 
3x-5y=-13 y=5. 
Vì BC L AH nên BC có dạng 7x — 3y + c =0, ta có : 
BeBC<>28- l5+c=0<c=- l3. 
Vậy phương trình đường thẳng chứa cạnh Ö8C : 7x — 3y - 13 = 0. 
Hai đường trung tuyến đã cho đều không phải là đường trung tuyến xuất phát 


từ A vì toạ độ của A không thoả mãn các phương trình của chúng. Đặt BM : 
2x-y+ 1l =0vàCN : x+ y—4=0 là hai trung tuyến của tam giác ABC. 


Đặt Ö(x; y), ta có N . sa và 


2x-y+1=0 


BeBM 
= 
NeCN 


Vậy phương trình đường thẳng chứa cạnh A là :2x ~ 4y + 16 = 0 

© x-2y+8=Q0. 
Tương tự ta có phương trình đường thẳng chứa cạnh AC là : 2x + 5y - 11 =0. 
Phương trình đường thẳng chứa cạnh 8C là : 4x + y— 13 = 0. 


— 


A¡ và A; có vectơ pháp tuyến lần lượt là 
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Ta có : Ai .L A; © mưu =0 


m_—Ì]=0 
©>m= Ì. 


3.9. a) Đưa phương trình của đ và đ về dạng tổng quát 


đ:4x+5y—6=0 
đ:4x+5y+14=0 
4 5_ -6 


==#—— Vậy đ/Jđ. 
4 5 14 M 
b) đ:x+2y—5=0 
đ :2x+4y— 10=0 
1 2 -5 


—=“=—-. Vậy d=đ. 
2 4 -10 


c) đ:x+y-2=0 
đ:2x+y—3=0 


¬ Vậy d cắt đ. 
2 1 


— 2-2 — 
3.10. cos (á4,)<-rP= —— =0 Vậy (4,4) =90”. 
311L. R=dŒ a=£11!_› 
TU 6+9 


3.12. Phương trình hai đường phân giác của các góc giữa A, và A, là: 


=# 


2x+4y+7 x-2y-3 l0 


————=‡—— ‹c> 
X4+16 v1+4 2x+4y+7=-2(x-2y-3) 
8 =0 
c© y+l13=0 
4x+1=0. 


3.13. Z(M, A,)=4(M, A,) 


c Bx+3>-3| |5x+3y+7] C5x+3y42=0 
—=— ~ — TC X* =U. 
425+9 4J25+9 › 
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3.14. Ta tìm được đường thẳng đ, đi qua M có vectơ chỉ phương là AB và đường 
thẳng đ, đi qua M và trung điểm của AB. 
đ :x—3y+13=0 
đ, :ưz-=2=0. 
§2. PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG TRÒN 
2 2 2 2 : 
3.15. a) +x—2) +(y-3)” =25 ; b) x2) “+(y-3)ˆ =13 ; 
c) x~2)”+(y~3Ÿ =9 ; đ) (x~2)“+(@y—3)” =4; 
e) (x~2)“+(y—3)” =1. 
3.16. a) Phương trình của (7) có dạng x”+y“ — 2ax — 2by + c = 0. Ta có : 
A,B,Cc () 
—2a—-8b+c=-—]17 a=-3 
© 4l4a-8b+c=-65 © 4b=-—] 
—4a+10b+c=~—29 c=-—31. 
Vậy phương trình của (€) là: x7+y“+6x+2y— 31 =0. 
b) () có tâm là điểm (— 3 ; — 1) và có bán kính bằng J2” +bˆ—c = AI. 
3.17. a) Gọi ï (z ; b) là tâm của (€) ta có : 


ll =¡B? ° lãi +(b~2) =(a+2)“ +(b—-3)Ÿ 


lTÍ€A 3a-b+10=0 
2a-2b=-—8 a=-3 
«>> 
3a-b=-—I10 b=l 


Vậy ( ) có tâm /(—3 ; 1). 


b)R=/A = (1+3)? +(2-DŸ =45. 


c) Phương trình của (€) là: (x+3)?+(y—Đ” =5. 
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3.18. a) x-y-7=0 (4 hay x®y= T=0 (đ). 


2 2 2 
2 II 31 
#0|>+)] *~3] "[RJ: 
319. (G):x7+y -8x—2y+7=0 


(€):x°+yŸ —3x—-7y+12=0. 


3.20. a) x +y? -4x-4y—-2=0; 


b) x7+yˆ =x+y—4=0. 


3.21. Phương trình của (€) có dạng (x—đ)“ +(y— 4)” = a”, ta có : 
Me (€)© (4~a)” +(2-a)? =a7 

a=2 

a =]10. 

Vậy có hai đường tròn thoả mãn đề bài là : 


(x2) +(y~2)” =4 và(x—10)7 +(y—10)7 = 100. 


© a?—12a+20=0 © | 


3.22. a) M,(Œ;0), M3; 3). 


b) Ái :x—7y-]l=0; A¿ :7x+y+18=0. 


3.23. a) (Z2) có tâm /(3 ; —1) và có bán kính  = 2, ta có : 


1A = @G—1)?+(T—1~3)ˆ =245 


1A > R, vậy A nằm ngoài (`). 
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b) A,:3x+4y-15=0; A,:x=1=0. 


3.24. A vuông góc với đ nên phương trình A có dạng : x + 3y + c = Ô. 
() có tâm /(3 ; — 1) và có bán kính R = 10. Ta có : 
J-3+‹| 
A tiếp xúc với (€) & 4(1;A)=R@ ——|=I0 c=+ 10. 
M0 
Vậy có hai tiếp tuyến thoả mãn để bài là : 


Ai:rx+3y+ 10=0 và A,:x+3y— 10=0. 


3.25. a) (€7) có tâm /(—1 : 2) và có bán kính & = 3. Đường thẳng A đi qua 
M(2 ; —1) và có hệ số góc k có phương trình : 
y+l=k(x- 2) © kx-y-2k-1]=0. 
Ta có : A tiếp xúc với (Ì) © đứ, A) =R 
|-k-2-2k-]| 
© ———-) 
Vk?+l 
© |k+I|=k” +1 
© #+2k+1=k2+l 
© k=(0. 
Vậy ta được tiếp tuyến A, :y+ 1 =0. 
Xét đường thẳng A, đi qua M(2 ; =1) và vuông góc với Óx, A, có phương 
-I-2Ì=3=R.. 


trình x —- 2= 0. Ta có đ(1, A,) = 
Suy ra A, tiếp xúc với (€2). 


Vậy qua điểm #M ta vẽ được hai tiếp tuyến với (7), đó là : 


Ất :y+1l1=0Ovà A;:x-2=0. 


b) A, tiếp xúc với (7) tại M,(—1 ; =1) 
A, tiếp xúc với (€) tại M, (2; 2). 
Phương trình của đường thẳng đ đi qua M, vàM, là :x~ y=0. 
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3.26. Đường tròn (€?) : x” + y” — 8x - 6y =0 có tâm /(4 ; 3) và có bán kính R = 5. 


Cách 1 : Xét đường thăng A đi qua gốc toạ độ Ó và có hệ số góc &, A có 
phương trình y — kx = 0. 


Ta có : A tiếp xúc với (#”) © đ(I,A) =Ñ 
J3- 44| 
——_ -=5 
Nk?+l 
© (—4k)°=25(ˆ + I) 
© 9+ 16kˆ - 24k = 25k? + 25 
© 9k? + 24k + ló=0 


ck= -, 
3 


¿ ¿ 4 
Vậy ta được phương trình tiếp tuyến là : y + ¬" = 0 hay 4x + 3y =0. 


Cách 2 : Do toạ độ O(0 ; 0) thoả mãn phương trình của (`) nên điểm Ó nằm 
trên (€). Tiếp tuyến với ( ) tại Ó có vectơ pháp tuyến ø = Oi = (4; 3). 
Suy ra A có phương trình : 
4x+3y=0. 
3.27. a) (,) có tâm 7, (3 ; 0) và có bán kính R, = 2; 
(,) có tâm I, (6 ; 3) và có bán kính &, = ]. 
b) Xét đường thẳng A có phương trình : 
y=kx+m hay kxT— y + m = Ö. Ta có : 
A tiếp xúc với (€Ÿ,) và (,) khi và chỉ khi 
|3 + mị _ 


= q) 
hệt V2 +ì 


>> 
d0,,A)=R, l6&—3+m| (2) 


Vk? +] 


Từ (1) và (2) suy ra 
Í3k + m| = 2l6k —3 + mỈ. 
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Trường hợp l. 3k + m= 2(6k— 3 + m) © m = 6 - 9À. @) 
Thay vào (2) ta được 


|6-3+6-9|= ¿”+1 © |3-34|=x2+I 


© 9~ 18k +94? = k + I 
© 8/Ï- 18k+8=0 
© 4 -9k +4=0 


ke 9+ v17 
L8 
c© 
9~ý17 
k= : 
8 
Thay giá trị của k vào (3) ta tính được 
m =6-9k, 
m. =6-9k,. 


Vậy ta được hai tiếp tuyến 
A,:y=kix+6-—9k, 
A,:y=kx+6-9k, 


Trường hợp 2. 3k+ m= ~2(6k- 3 +m) © 3m=6-— l5k 


© m=2- 5k. (4) 
Thay vào (2) ta được 


l6-3+2—5⁄|=#?+1 e |¿~—1|= ¿2 +1 


© (&k-UÊ=# +l 
© /2-2k+\=#+lI 
© k=(Q. 


Thay giá trị của & vào (4) ta được zm = 2. 
Vậy ta được tiếp tuyến 
Aa:y=2. 
Xét đường thẳng A, vuông góc với Óx tại xụ : 


A :x—xo=0. 
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A, tiếp xúc với ( ,) và (€,) khi và chỉ khi 


d(I,A,)= 3-x„|=2 #2 =lVx =5 
pÂ¿)= R c | ñ J9 0 
4(,,A,)=, |6-xạ|=! 
Vậy ta được tiếp tuyến . 

A,:x-5=0. 


Tóm lại hai đường tròn (đ ) và (#„) có bốn tiếp tuyến chung A,A,Aa 


và A,. 
§3. PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG ELIP- 
328. a)Œ): +} =I b)ì(E): Š—~+3—=I 
.^Ö. 2) VI) ae HN J6): th 
3.29 a)():Š +2 =1 
.29. Tản 


~ Hai tiêu điểm : F,(- x5 ; 0), F;(AJ5 ; 0). 
- Bốn đỉnh : A,(—3 ; 0), A.(3 ; 0), B,(0 ; -2), B;(0; 2). 
~ Trục lớn : Á¡; = 6. 
- Trục nhỏ : B.B, = 4. 
bŒ): # +2 —=I 
4 1 
- Hai tiêu điểm : F,(—xJ3 ; 0), F,(3 ; 0). 
- Bốn đỉnh : A,(~2 ; 0), A;(2 ; 0), B,(0 ; ~1), B„(0 ; 1). 
— Trục lớn : A¡A; = 4. 
_— Trục nhỏ : B.B, = 2. 


3.30. (4; R) đi qua F; => MF; =R Œ) 
(M; R) tiếp xúc trong với ¡Œ¡ ; 24) => MF\ = 2a — R (2) 
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(1) +) cho : MF) + ME; = 2a. 


Vậy M di động trên elip (E) có hai điểm là F), F; và trục lớn 2a. 


2 2 
3.31. Điểm M di động trên elip (&) có phương trình Pnhng 
3.32. a) Ta có: 2a= 26 = a= l3 và: 
CS CS =e=5, 
4a 13 13 - 


`Dođó  ð?=a?-c°=169-25= 144. 
Vậy phương trình chính tắc của elip là 


b) Elip có tiêu điểm F,(—6 ; 0) suy ra c = 6. Vậy : 
=..-.. 9. 
4a a 3- 
Dođó: bˆ=a”-c”=81— 36 =45. 
Vậy phương trình chính tắc của elip là 
x2 v2 
* .} _ 
81 45 
2.2 
¬- x“ y 
3.34. a) Xét elip (É): —-+ “=> =]. 
_— b 


(E) đi qua M(4: 3) và N3: 2) nên thay toạ độ của M và N vào. 
phương trình của (E) ta được : 
_ _f16 81 


im c9 Hỏa 
25b 
¬ — x? y 
Vậy phương trình của (E) là : màn 
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2 
b) Xét elip () : s+z 1 


b? 
9_ 16 
Vì M[= =Ì]<) 3 nên ——+——-]. (1) 
5` v5 5a? sp? 
Ta có : F.ME, =90° => OM = OF, 
> cẰ=OM2= +19 =s 
5 5 
và 2 '=b?+c?=b?+5. 
Thay vào (1) ta được : 
——+-°=I 9b + 16(b? + 5) = 5b? (bŸ + 5) 
5%b?+5)_ sbŸ 
© bỶ= l6 
©>bˆ”=4. 
Suy ra a” = 9. 
Vậy phương trình chính tắc của (E) là 
x? 2 
*# ¿„È -Ị 
9 4 
" 
3.34. (E):9x1+25y2=225 An 


a) Ta có : a°=25,b?=9 
=> a=5, b=34. 


Tacó: c7= aˆ-b?=16 


Vậy (E) có hai tiêu điểm là : Ƒ,(—4 ; 0) và F;(4 ; 0) và có bốn đỉnh là 
Ai(-5 ; 0), Az(5 ; 0), 8,(0 ; ~3) và B,(0; 3). 


b) Gọi M(z ; y) là điểm cần tìm, ta có : 


` MeŒ) Me(E) 9x” +25y” = 225 
_—_ <> 
F.MF, =90° OM” = x°+y”=l6 
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3.35. 


2 _ 175 „5? 


XÃ —=——— X=—-—-— 
16 c¿: 4 

2_ 8l Tư 

ar —— 


_ Vậy có bốn điểm Ä⁄ thoả mãn điều kiện của đề bài là : 


S#:3):|S“:-‡ -S :‡| -S*:-7 
4 `4] |4 ` 4] |) 4 `4] Í 
a) Ta có: a=3b = a^=9b7 

= a“=09(a”—c?) 

=> 09c? =§aŸ 

=> 3c = 22a. 


4a 3 
b) ƑBƑ,=90° => OB _ 5D 
1L 12. 1” 2 


=>b=c 


=> b?=cˆ 


= 4 -c=c? 
2 
=> 4°=2c 


=> a= c2. 


Vậy —=—=. 
) 


c)A,B,=2e = A,Bƒ =Ác” 
=> a +b“=Ác” 
=> a4 '+a `—c =Ác” 
=> 2a” = 5c? 


= v2a=5c. 


4 4} 
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3.36. 


3.37. 


3.38. 
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(E) : 4x” + 9yˆ = 36. (1) 
Xét đường thẳng (2) đi qua điểm M(I ; 1) và có hệ số góc &. Ta có phương 


trình của (23): y— 1 =kŒx— L) hay y=k(x- 1) + 1. (2) 
Thay (2) vào (1) ta được 

4x?+9 [#(+x— 1) + I=36 
© (9/72+4)x? + 18⁄(1 — k)x + 9(1 — k)”— 36 =0. (3) 


Ta có : (đ) cắt (E) tại hai điểm A, B thoả mãn 
MA = MB khi và chỉ khi phương trình (3) có hai nghiệm x„, x„ sao cho : 
xX.+ờ, . _ — 
CA TẤg v2 -I8RÚ-Đ „| 
2(9k? +4) 


2 M 
© 18k2— 18k= 18k +8 k= To: 


Vậy phương trình của (2) là : 
W 
y= -gœ=1)*1 hay 4x+ 9y— 13=0. 


CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP ÓN TẬP CHƯƠNG II 


4 
s)GỈ TI ;— 3]).múi ;—2), (7; —l). 
bì, 1H =31G suy ra 7, Ơ, H thẳng hàng. 
c) (x+7))+(y+ DĐ =85. 


A)ACcA;BeA. 
b) A cắt Óx tại (2; 0) 


A cắt Óy tại nịo h 3} 


c) Vì Me A nên toạ độ của ẤM có dạng (2 - 3/; ?) 
BM =(—3t;r— 1) 


3.39. 
- 2x-y-6=\Q0; 


3.40. 


3.41. 


- — 1 
Ta có : BM ngắn nhất © BM | u, ©9¡+¡— 1=0 run 


Vậy điểm M thoả mãn đề bài có toạ độ là lạ: mø] 


x+2y-3=0; 
2x-y+9=(Q0. 


a)Tacó A(Ó)=2>0 

A(4) =2+2>»0. 
Vậy A và Ó nằm về cùng một 
phía đối với A (h.3.10). 
b) Gọi Ó' là điểm đối xứng 
của Ó qua A, ta có : 
OM + MA =OM +MA>O'A 


Ta có : OM + MA ngắn nhất 
— @OØ,M,A thẳng hàng. 


Hình 3.10 


Xét đường thẳng ở đi qua Ó và vuông góc với A. Phương trình của Z là : 
x+y=0. 

đ cắt A tại H(- I ; l). 
H là trung điểm của OÓ,, suy ra Ø%- 2; 2). 
Phương trình đường thẳng Ø⁄A là : x + 2y T— 2= 0. 


x+2y=2 2 4 
Giải hệ phương trình *~“ tạ được M= [- ^; 3) 
" x-y=-2 3.3 


.25 19 68 - 
⁄⁄4 +y“—=—=x--=y+—=(0. 
a) (4): z y 1 3 3 


b) (€) có tam |; = và có bán kính # = Về 
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3.42. a) (1) là phương trình của đường tròn khi và chỉ khi 
a?+bˆ—c>0 © mĩ +4(m—2) —=6+m>0 


<1 
cổ 'S012<:15pe¿>1015:0 “In 
m>2. 
X=ứ': 
y=2(m-2) 


Vậy tập hợp các tâm của (C, ) là một phần của đường thẳng A: y= 2x— 4 


b) (CC) có tâm /(x ; y) thoả mãn © y=2x-4. 


thoả mãn điều kiện giới hạn : x < I hay x > 2. 
3.43. a) Œ): .. 
b2 ke = =1: 


344. j2 +: =s1, 


Ta có : aˆ= 25, b?=9>c?=a?— bˆ= 16 
>c=4. 


Vậy (E) có hai tiêu điểm là Fị(c4; 0) và F,(4; 0). Ta có : 


j:=dđS A) J6 | 
lộc t q CÚ sợ 
XA +Eˆ 
|4A+C| 
d› =d(,,A)=-=———: 
\A?+B 
2 2 
—l6A 
Suy Ta d.d, - C64 Œ) 
A“+B 


Thay C7 = 25A7 + 9B vào (1) ta được : 


_ |a5sA?+98?—16A?| _ 9A?+ B?) 


dd - 
TM Tờ j 


tiêm 
Vậy di.d,=9. 
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2 2 


3.45. (E): x?+4y=16 @œ + =I. 
l6 4 
Ta có a*=16,bˆ=4—>c°=da? —b ˆ=12 
=c=24. 


Vậy (E) có hai tiêu điểm : F,(~243 ; 0) và F„(2AJ3 ; 0) 
và các đỉnh A,(4; 0), A,(4; 0) 


b) Phương trình A có dạng : 


1l£@—1)+ 2[»= 3] =0 hay x+2y-2=0. 


c) Toạ độ của giao điểm của A và (E) là nghiệm của hệ : 


x°+4y? =l6 () 
x=2-2y. (2) 
Thay (2) vào (1) ta được : 


(2 -2y)” + 4y” = 16 
© (qd-y/+y =4 
© 2y -2y-3=0. (3) 


Phương trình (3) có hai nghiệm y,, y„ thoả mãn 


3A 3p 2 _— | Ty 
2 4 2 M 
Vậy MA=MB. . 
. 14? 1+1 
Ta có SA ———tỲg 2 


x.=l1+M7,xs=l- 47. 
Vậy A có toạ độ là lsớ: ¬... phổ: | 
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3.46. 


3.47. 


3.48. 


3.49. 
3.50. 


3.51. 


3.52. 


3.53. 


3.54. 
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CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM 
BA =(~2; 2) 
BC =(2;2) 


BA.BC =0= ABC = 909. 


Đường tròn ngoại tiếp có tâm là trung điểm Ï của AC nên có toạ độ (Ó ; 4). 
Chọn (D). 


Chọn (A).. 


Đường thẳng ẲA: 6x — 4y — 12 = 0 cắt Óx và Óy lần lượt tại A(2 ; 0) và 
B(0 ; ~3). 


Ta có AB = 413. Chọn (O. 
Chọn (A). 


Đường thẳng A : 2x + y — 4 = Ö song song vg với đường thẳng đ': 4x+2y+ 1=0_ 
và đi qua điểm M⁄(I ; 2). Chọn (C). 


Đường thẳng A : 3x + 5y + 2006 = 0 có hệ số góc là k = Š: Phát biểu (C) | 


_sai. Chọn (C). 


Điểm CQ; 2) có toạ độ thoả mãn phương trình đường thẳng A : z— 2y + 2 = Ú. 
Ta lại có MC =(1;-2), nụ = (1 ; —2) suy ra Ä⁄C vuông góc với A. Vậy 
ca : 2) là hình chiếu vuông góc của Ä⁄ xuống A. Chọn (C). 


Đường thẳng A đi qua Á(1 ; l), 8Œ ; 2) có vectơ chỉ phương. AB =(]? 1). - 


x=l+í 
Vậy A có phương trình tham số l 
y=l+í. 


Điểm Ó(0 ; 0) thoả mãn phương trình của A (ứng với f = —]). Vậy phương ' 


⁄ Lan Ễ z kộ “ 1Á Xx= Là 
trình tham số của A có thể viết là 


y=í. 
Chọn (D). 
100 
R= đ(O h A) =  —_—_- 
éX64+36 
Chọn (D). 


3.55. 


3.56. 


3.57. 


3.58. 


3.59. 


3.60. 


3.61. 


3.62. 
3.63. 
3.64. 
3.65. 


|I-$| | 
cos(A,,A„)=-————=-=: 

2ˆ đV+4j1+9 V2 
Chọn (C). : 


(Ox, A,) = 45”, (Ox, A„) = 60”. Suy ra (A,,A„)= 15. Chọn (B). 


Phương trình x”+ y +x+y+2 =0 không là phương trình của đường tròn 
vì không thoả mãn điều kiện a°+b“—c >0. Chọn (B). 


Toạ độ ba điểm A(~2 ; 0), B(⁄2; V2), C(2 ; 0) đều thoả mãn phương trình 
đường tròn x” +y“ =4. Chọn (A). _ 

Đường tròn nội tiếp tam giác OAB có tâm /(a ; a). Ta có đ(, AB) = đ([, Ox)` 
suy ra /(1 ; 1). Ta có R= đụ, Óx) = 1. 

Vậy phương trình của sưng tròn nội tiếp tam giác OAB hà: 


sẽ x +y? —2x-2y +1=0. 
Chọn (C). 
(C,) có tâm ?¡(—l ; 3) và bán kính R¿ = 2. 
(C;) có tâm 12(2 ; —1) và bán kính R; = 3. 


-'Ta có ll, =R.+R. 


Vậy (C,) tiếp xúc ngoài với (C;). 


Chọn (D). 


Tiếp tuyến A có vectơ pháp tuyến OMạ =(1; ]). 


Phương trình A có dạng 
1.+x— 1)+ 1.œ@—)=0 
hay x+y—2=0. Chọn (A). 


IM > R suy ra điểm M nằm ngoài đường tròn. Chọn (C). 
Đường tròn (C) đi qua gốc Ó(0 ; 0). Chọn (Bì. | 
Chọn (B).. 
Chọn (C). | 
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3.66. 
3.67. 
3.68. 
3.69. 
3.70. 
3.71. 


3.72. 
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(E) đi qua các điểm Mì, M;, M. Chọn (D). 
Chọn (D). 
Chọn (©). 
(C) tiếp xúc với (E) tại A¡(-5 ; 0) và Az(Š ; 0). Chọn (C). 
dứt, A) x đ(F;, A) = b?=9. Chọn (B). - 
ÓA = OB = ÓC = 3. Đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC có phương trình 
x*+yˆ—9 =0. Chọn (D). 
A tiếp xúc với C(Ó ; 1) © đ(@; A) = I 
-© [m| = ]. 
Chọn (A). 


BÀI TẬP CUỐI NĂM 


Trong mặt phẳng Øxy cho tam giác ABC, biết đỉnh A(I ; 1) và toạ độ 
trọng tâm G(1 ; 2). Cạnh AC và đường trung trực của nó lần lượt có 
phương trình là x + y — 2 = 0 và —x + y— 2 =0. Các điểm M và N lần lượt là 
trung điểm của BC và AC. 

a) Hãy tìm toạ độ các điểm M và N. 

b) Viết phương trình hai đường thẳng chứa hai cạnh 4B và BC. 


Trong mặt phẳng Óxy cho tam giác ABC có AB = AC, BAC = 900. Biết 
và 2 : 

M(1 ; —1) là trung điểm cạnh BC và d2 h 0) là trọng tâm tam giác ABC. 

Tìm toạ độ các đỉnh A, B, Œ. 


Cho ba điểm A(I ; 2), B(-3 ; 1), C(4 ; -2). 

a) Chứng minh rằng tập hợp các điểm M(z ; y) thoả mãn MA” + MB? =MC7 
là một đường tròn. 

b) Tìm toạ độ tâm và bán kính của đường tròn nói trên. 

Cho hai điểm A(3 ; -1), Ö(—I ; -2) và đường thẳng đ có phương trình 
x+2y+l1=0. ' 


a) Tìm toạ độ điểm C trên đường thẳng đ sao cho tam giác ABC là tam giác 
cân tại C, 


b) Tìm toạ độ của điểm M trên đường thẳng đ sao cho tam giác AM vuông 
tại M. 
Trong mặt phẳng Oxy cho đường tròn (7) có phương trình 
x*+y °—4x—2y+3 =0. 
a) Tìm toạ độ tâm và tính bán kính của đường tròn (7). 
b) Tìm m để đường thẳng y = x + m có điểm chung với đường tròn (7). 
c) Viết phương trình tiếp tuyến A với đường tròn (7) biết rằng A vuông góc 
với đường thẳng đ có phương trình x — y + 2006 = 0. 


Trong mặt phẳng Øxy cho elip (E) có tiêu điểm thứ nhất là (—/3 ; 0) và đi 


v3 


ua điểm M⁄| 1; —- |. 


a) Hãy xác định toạ độ các đỉnh của (E). 
b) Viết phương trình chính tắc của (E). 


c) Đường thẳng A đi qua tiêu điểm thứ hai của elip (E) và vuông góc với 
trục Óx và cắt (E) tại hai điểm C và D. Tính độ dài đoạn thẳng CD. 


- HƯỚNG DẪN GIẢI VÀ ĐÁP SỐ 


3 = 
¬... x„ ~1=>0=]) xu =l 
4) AM=AG = 3 = 
Xựư~1=sŒ@=1) Jw — 
. ^Tà 5 
Vậy Mí có toạ độ là hị ›) (h.3.11). N. 


Điểm N(x ; y) thoả mãn hệ phương trình 
liền li. B M C 
c© 
-x+y=2 y=2. Hình 3.11 
Vậy có toạ độ là (0; 2). 
¬ x;—l1=2q-0) v. =3 
b) AB=2NM © Ề = 
yg—l1=2|>~2 
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Đường thẳng chứa cạnh AØð đi qua hai điểm A(1 ; 1) và 8Q ; 2) nên có 
phương trình : x— 2y + I =0. 


Đường thẳng chứa cạnh 8C đi qua hai điểm 8Q ; 2) và M ụ ; 3) nên có 


phương trình : x + 4y — 11 =0. 


| _ 2- 
—. —— xạ -1=3(Š-1) x„ =0 
(Xem hình 3.12) MA=3MG  Ả_ 3_ Je —2 
y„+1=30+I) ƯA 
A 
Vậy A toa độ (0; 2). 
Đặt B (x; y) ta có : 
MB 1 MA 
MB = MA? | 
B M ® 
° (x=1(0=1)+(y+@+!)=0 | ` Hình 372 
(x-Đ“+(y+D°=1+9 | 
x=3y+4 _Íx=3y+4 _ Ïy=0 x=4 
<< 2 2 << 2 << 
(3y+3)“+(y+l)“ =10 __ |10y“+20y=0 y=-2, x=~2. 


Vậy ta có toạ độ của 8 và C như sau : 8(4 ; 0), C(- 2 ; - 2) hoặc B(- 2 ; - 2), 
C(4; 0). 

a) MA?” + MB? = MC? 

© Œ&-Đ+(y-2Ÿ+(x+3) +(y-U? =(x—4)°+(y+2)! - 

© x7+y”+12x—10y—-5=0 © (x+6)ˆ+(y—5)” =66. 

Vậy tập hợp các điểm ẤM là một đường tròn. 

b) Tâm là điểm (~6 ; 5) bán kính bằng ^/66. 

a) Đặt C(x; y), ta có : C e (đ) ©x=-—2y - ]. 


Vậy C(-2y— ]; y). 
Tam giác ABC cân tại C khi và chỉ khi 


_CA=CB© CA?=CB? 


©(3+2y+ + C1 -y)Ï =(—I + 2y + 1” + (—2 - y)? 
© (4+ 2y)” +(1+y)`=4y? + (2 + y),. 


Giải ra ta được y= _"Ẻ, 
14 


Vậy C có toạ độ là 6.1 : 
: 7 14 


b) Xét điểm M(—2/ —I ; ?) trên (đ), ta có : 

AMB =90° © AM? + BM? = AB? 
©(4+2?”+(1+Ð°+42+(2+ 0? = 17 
© 10 + 227 +4=0 © 5 + 11:+2=0 

1 


= 


c=: 5 
t=~2. 
Vậy có hai điểm thoả mãn đề bài là M, (-Š : ˆ và M;G : —2). 
. 5 5 
a) Đường tròn (7) có tâm là điểm (2 ; 1) và có bán kính bằng ⁄2 . 
b)():x—y>+m.=0. Ta có : 
(1) có điểm chung với (T) 
©d(ILD<R 


P-I+m| 

—= !'<42 

_ 
_©=[m+l|<2œ@-2<m+1<2œ~3<m <1. 


c) A L đnên A có phương trình x + y + c = 0. 
Ta có : A tiếp xúc với (7) khi và chỉ khi 


đự,A)=R 
b+i+c|- _ crỷ n2 cm] 
= ——=v2 ©|c+3|=2© c+3-- c=-5. 


. Vậy có hai tiếp tuyến với (7) thoả mãn đề bài là : 
Ai:ixz+y-1=0 
A;:x+y—5=0. 
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6. a) (E) có tiêu điểm F3 : 0) nên c = V3. 


Phương trình chính tắc của (E) có dạng 


+ =].- 


2 2 
Xx 
a7 b 


“... c (F) 
3 
—— =] - (1) 
p2 
và - a2=b?+c2=b?+3. 
Thay vào (1) ta được : 
h = 
bˆ+3 4b 
© 4b?+3b°+9=4b?(b” + 3) © 4b` + 5b” 9 =0 © b = I. 
Suy ra aˆ =4. 
Tacóa=2;b= 1. 
Vậy (E) có bốn đỉnh là : (—2 ; 0), (2; 0), 
(0; —]) và (0; 1). 


b) Phương trình chính tắc của (E) là : 


x2 v2 
X+}”=Ị, 
4 1 


c) (E) có tiêu điểm thứ hai là điểm (x3 ; 0). Đường thẳng A đi qua điểm 
(3 ; 0) và vuông góc với Óx có phương trình : x = ⁄3. 
Phương trình tung độ giao điểm của A và (E) là : 

2 
4 1 4 
Suy ra toạ độ của Œ và Ð là : C M3; -3) aÐ( v5 ; ) 
Vậy CD = I1. 
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MỤC LỤC 


Trang 
Lời nói đầu. . 3 


Chương I. VECTƠ 


` 


Bài tập Hướng dẫn giải và Đáp số 


§1. Các định nghĩa 5 49 
§2. Tổng và hiệu của hai vectơ - 11 51 
§3. Tích của vectơ với một số - 22 53 
§4. Hệ trục toạ độ 33 58 
Câu hỏi và bài tập ôn tập chương l 43 61 
Câu hỏi trắc nghiệm 44 64 


Chương II. TÍCH VÔ HƯỚNG CỦA HAI VECTƠ VÀ ỨNG DỤNG 
Bài tập Hướng dẫn giải và Đáp số 
§1. Giá trị lượng giác của một góc bất kì 


từ 0” đến 1807 66 101 
§2. Tích vô hướng của hai vectơ T1 103 
§3. Các hệ thức lượng trong tam giác 

và giải tam giác 87 109 
Câu hỏi và bài tập ôn tập chương II 97 115 
Cáu hỏi trắc nghiệm 98 118 


Chương HII. PHƯƠNG PHÁP TOA ĐỘ TRONG MẶT PHẲNG 
Bài tập Hướng dẫn giải và Đáp số 


§1. Phương trình đường thẳng 121 155 
§2. Phương trình đường tròn 132 159 
§3. Phương trình đường elip 140 164 
Cáu hỏi và bài tập ôn tập chương HÌ 148 168 
Câu hỏi trắc nghiệm 150 172 
BÀI TẬP CUỐI NĂM 174 175 
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Chịu trách nhiệm xuất bản :_ Chủ tịch HĐQT kiêm Tổng Giám đốc NGÔ TRẦN ÁI 
Phó Tổng Giám đốc kiêm Tổng biên tạp NGUYÊN QUÝ THAO 


Biên tập lần đầu : ĐĂNG THỊ BÌNH - HOÀNG NGỌC PHƯƠNG 
Biên tập tái bản : HOÀNG NGỌC PHƯƠNG 
Biên tập kĩ - mĩ thuật : BÙUNGỌC LAN 
Trình bày bìa : HOÀNG PHƯƠNG LIÊN 
Sửa bản in : PHÒNG SỬA BẢN IN (NXBGD TẠI TP.HCM) 
Chế bản : PHÒNG CHẾ BẢN (NXBGD TẠI TP.HCM) 


BÀI TẬP HÌNH HỌC 10 
Mã số: CB004T1 


In 50.000 cuốn (ST) khổ 17 x 24cm. In tại Công ty cổ phần In Phú Thọ. 
Số in: 914. Số xuất bản: 01-2011/CXB/815-1235/GD. 
In xong và nộp lưu chiểu tháng 1 năm 2011. 
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% 
73 J 


_á VƯƠNG MIỆN KIM CƯƠNG 
HUÂN CHƯƠNG HỖ CHÍ MINH CHẤT LƯỢNG QUỐC TẾ 


SÁCH BÀI TẬP LỚP 10 


1. BÀI TẬP ĐẠI SỐ 10 6. BÀI TẬP TIN HỌC 10 

2. BÀI TẬP HÌNH HỌC 10 7. BÀI TẬP TIẾNG ANH 10 
3. BÀI TẬP VẬT LÍ 10 8. BÀI TẬP TIẾNG PHÁP 10 
4. BÀI TẬP HOÁ HỌC 10 9. BÀI TẬP TIẾNG NGA 10 


5. BÀI TẬP NGỮ VĂN 10 (tập một, tập hai) 


SÁCH BÀI TẬP LỚP 10 - NÂNG CAO 


« BÀI TẬP ĐẠI SỐ 10 « BÀI TẬP HOÁ HỌC 10 
« BÀI TẬP HÌNH HỌC 10 « BÀI TẬP NGỮ VĂN 10 (tập một, tập hai) 
« BÀI TẬP VẬT LÍ 10 e BÀI TẬP TIẾNG ANH 10 


Bạn đọc có thề mua sách tại : 

e Các Công ty Sách - Thiết bị trường học ở các địa phương. 

e Công ty CP Đầu tư và phát triển giáo dục Hà Nội, 187B Giảng Võ, TP. Hà Nội. 

e Công ty CP Đầu tư và phát triển giáo dục Phương Nam, 231 Nguyễn Văn Cừ, Quận 5, TP. HCM. 
e Công ty CP Đầu tư và phát triển giáo dục Đà Nẵng, 15 Nguyễn Chí Thanh, TP. Đà Nẵng. 

hoặc các cửa hàng sách của Nhà xuất bản Giáo dục Việt Nam : 


— Tại TP. Hà Nội : 187 Giảng Võ ; 232 Tây Sơn ; 23 Tràng Tiền _ 
25 Hàn Thuyên ; 32E Kim Mã ; : 
14/3 Nguyên Khánh Toàn ; 67B Cửa Bặc. 
— Tại TP. Đà Nẵng : 78 Pasteur ; 247 Hải Phòng. 
- Tại TP. Hồ Chí Minh: 104 Mai Thị Lựu ; 2A Định Tiên Hoàng, Quận I ; 
240 Tràn Bình Trọng ; 23! Nguyễn Văn Cừ, Quận 5. 
~ Tại TP. Cần Thơ : 5/5 Đường 30/4. 
— Tại Website bán sách trực tuyến : www.sach24.vn 
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www.nxbgd.vn 


Giá : 9.500đ 


